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FERREIRA, Marcelo O Décimo Problema de Hilbert. 2010. 44 p. Dissertacao de Mestrado, Univer-
sidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho apresentamos uma demonstracao da insolubilidade do Décimo Problema de Hil-
bert, que investiga a existéncia de um método para determinar se dada uma equagao Diofantina
qualquer podemos determinar se esta tem ou nao uma solugdo. Comegamos desenvolvendo alguns
tépicos de teoria de niimeros, que serao lteis em varios momentos, nesta parte demonstramos apenas
os resultados principais. Em um segundo momento, passamos ao estudo das equacoes Diofantinas
bem como das fungoes Diofantinas, que permeiam nossos resultados. Em seguida, demonstramos uma
série de lemas que servem de base para mostrarmos que a funcao exponencial é Diofantina. A partir
dai, passamos a definicao do importante conceito de fungao recursiva e entao demonstramos que uma
funcéo ser recursiva é equivalente a ser Diofantina. Finalmente, demonstramos o Teorema da Uni-
versalidade que servira de base para a demonstracgao da insolubilidade do Décimo Problema de Hilbert.

Palavras-chave: (Equagoes Diofantinas, Fungoes Recursivas, Funcdo Exponencial).
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of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we present a proof that the Hilbert’s Tenth Problem is unsolvable. This problem is to
give a computing algorithm which will tell of a given polynomial Diophantine equation with integer
coefficients whether or not it has a solution in integers. We start developing some topics of basic
number theory, that will be useful at some time. In this part we prove only main results. After that,
we study Diophantine equation as well as Diophantine functions. Then, we prove a serie of lemas that
will be useful to proof that the exponential function is Diophantine. From there, we define the concept
of recursive function and prove that a function is Diophantine if and only if it is recursive. Finally
we prove the Universality Theorem. We use this last theorem to proof that the Hilbert’s Problem is
unsolvable.

Keywords: (Diophantine Equations, Recursive Functions, Exponential Function).
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Introducao

Em 1900, David Hilbert proferiu sua famosa conferéncia intitulada “Probleme Mathematische” antes
do segundo congresso internacional de matematicos.

Este documento contém 23 problemas, ou, mais precisamente, 23 grupos de problemas relacionados,
que deixaram o século XIX para serem resolvidos no século XX .

O Décimo Problema ¢é sobre equacoes Diofantinas. Estas equagOes receberam este nome, como
uma homenagem a um dos maiores matematicos da Grécia antiga, Diophantus de Alexandria, que
formulou e resolveu muitas dessas equagoes. Informacoes completas sobre Diophantus de Alexandria
podem ser obtidas em [8].

O enunciado do Décimo Problema de Hilbert é o seguinte: Dada uma equagdo Diofantina com
coeficientes inteiros em um numero qualquer de varidveis, é possivel elaborar um processo que decida,
através de um numero finito de operacoes, se a equagao tem solucoes inteiras.

Na proposta do Décimo Problema de Hilbert estamos interessados apenas na existéncia das solugoes
e nao na obtencao explicita destas solugoes.

Hoje noés lemos as palavras “conceber um processo” no sentido de encontrar um algoritmo. Quando
os problemas de Hilbert foram propostos, nao havia nenhuma no¢ao matematicamente rigorosa para
o conceito de algoritmo.

A falta de tal nocao nao era em si um obstaculo para a solucdo do Décimo Problema de Hilbert,
porque para qualquer algoritmo especifico, ficou claro que uma possivel generalizagao deste método
poderia resolver o problema correspondente.

A primeira grande contribuigao foi dada em 1931 por Kurt Godel em seu celebrado artigo [9],
outros 16gicos como Alonzo Church, ver [10] e Alan Turing, ver [11], [12] e [13], contribuiram na
formulagao rigorosa para a nocao de computabilidade; isso possibilitou o estabelecimento do que seria
um algoritmo insolivel, isto é, a impossibilidade de existir um algoritmo com certas propriedades.

Logo em seguida, os primeiros exemplos de algoritmos insoliveis foram encontrados, primeiro na
l6gica matemaética, em seguida em outros ramos da matematica.

A teoria da computabilidade produziu todas as ferramentas para enfrentar o Décimo Problema
de Hilbert. Uma série de artigos nesta direcao apareceram na década de 1950, gracas aos esforcos de
Martin Davis, nos trabalhos [14] e [15], e deste juntamente com Hilary Putnam, ver [16].

Contribuicoes essenciais também foram dadas pela matemética Julia Robinson que inicialmente
se concentrou na prova de que a funcao exponencial é Diofantina, e isto decorre de uma Hipotese que
ficou conhecida na época como Hipédtese de Julia Robinson, alguns de seus trabalhos estao destacados
em [18], [19] e [20]. Detalhes sobre a histéria de Julia Robinson podem ser obtidos na referéncia [17].

Mas, a peca chave na solucao do problema foi o matematico Yuri Matiyasevich, que apesar de nao
ter sido o primeiro a investigar o problema, soube habilmente juntar as pecas deste grande quebra-
cabecas e isto culminou com a negativa da solucao do Décimo Problema de Hilbert em 1970, isto é,
o algoritmo procurado nao existe. A producao intelectual de Yuri é vasta, destacamos os seguintes
trabalhos [1], [2] e [3]. Neste caso, como em muitos outros problemas cuja solugao era aguardada, as
técnicas desenvolvidas para a resolucao do Décimo Problema de Hilbert sao de valor independente por
que tem outras aplicagoes.

Algumas aplicacbes sao impressionantes, e de um modo geral, as outras aplicacbes que foram
surgindo sao talvez, ainda mais importantes do que a propria solucao do problema.

O principal resultado técnico advindo da insolubilidade do Décimo Problema de Hilbert é a incrivel
implicacao de que a classe dos conjuntos Diofantinos e idéntica & classe dos conjuntos recursivamente
enumeraveis.



Outro corolario deste mesmo resultado que nao usa uma terminologia especial é : E possivel exibir
explicitamente um polinémio a coeficientes inteiros tal que o conjunto dos valores assumidos por ele,
quando suas variaveis sao inteiras é exatamente o conjunto dos nimeros primos. Este polindmio
foi obtido por Jones, Sato, Wada e Wiens em 1976, tem grau 25 e 26 indeterminadas, e pode ser
encontrado em [21].

Este trabalho se baseou no artigo [4] de Martin Davis, que habilmente sintetizou resultados obtidos
por ele, Julia Robinson e Yuri Matiyasevich.

No Capitulo 1, compilamos alguns resultados de teoria de nimeros que serao utilizados nas de-
monstracoes, destaco que apesar da complexidade do problema, utilizamos basicamente, as nogoes de
divisibilidade, a teoria de congruéncias e o principio de inducao finita. Dois resultados que merecem
destaque s@o: O Teorema do Resto Chinés e o Teorema de Lagrande (todo nimero positivo e soma
de quatro quadrados). Aqui utilizamos como referéncias [5], [6] e [7].

No Capitulo 2, definimos os importantes conceitos de equagao Diofantina e de fun¢ao Diofantina,
dando também exemplos de ambos. Utilizando o Teorema de Lagrande mostramos que serd suficiente
investigarmos a existéncia do algoritmo procurado pelo Décimo Problema de Hilbert no conjunto dos
nimeros naturais e ndo no conjunto dos inteiros, como na proposta original do problema. Nesta parte
as referéncias principais foram [1] e [4].

No Capitulo 3, temos como objetivo inicial, mostrar que a fungdo exponencial é Diofantina, nesta
tarefa, enunciamos e demonstramos 24 lemas que ulitizam a Equacao de Pell. Em seguida, apresen-
tamos um sistema com doze equagoes Diofantinas que servem de base para concluirmos que a funcao
exponencial é Diofantina. Esta informacao é importante pois a partir dela, mostramos que varias
outras fungoes sao Diofantinas. A partir dai, definimos o conceito de fungéo recursiva, e entao de-
monstramos um dos resultados centrais deste trabalho, que uma funcao é Diofantina se, e somente se,
é recursiva. Em seguida, criamos uma enumeracao para os polindémios com coeficientes inteiros positi-
vos e utilizando esta enumeragao, definimos a sequéncia de conjuntos que incluem todos os conjuntos
Diofantinos de dimensao 1. Provamos entdao o Teorema da Universalidade, que serd fundamental
para demonstrarmos o resultado principal deste trabalho: O DECIMO PROBLEMA DE HILBERT
E INSOLUVEL.

Marcelo Ferreira
Uberlandia-MG, 27 de Agosto de 2010.



Capitulo 1

Topicos de Teoria de Niumeros

Nesta secao enunciaremos alguns resultados da teoria de niimeros que serao necessarios na compreensao
de algumas demonstragoes.

Definicao 1.1 (Principio da Boa Ordem) Todo conjunto nao-vazio de inteiros positivos contém
um elemento minimo.

Definigao 1.2 (Principio de Indugao Finita) Seja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se
B possui as sequintes propriedades

(i) 1€ B
(ii)) k+1 € B sempre que k € B

entao B contém todos os inteiros positivos.

1.1 Divisibilidade

Definigao 1.3 Se a e b, sdo inteiros, dizemos que a divide b, denotando por a | b , se existir um
inteiro ¢ tal que b = ac.

Se a nao divide b escrevemos a 1 b.
Proposigao 1.1 Se a,b,c sdo inteiros tais que a | b e b|c entdo a | c.

Demonstragao.
Por definicao, existem inteiros k, [ tais que b = ak e ¢ = bl. Logo

c="bl = (ak)l = a(kl),
ousejaa|c. m
Proposicao 1.2 Se a,b,c,m,n sao inteiros tais que ¢ | a e ¢ | b entdo c | (ma + nb).

Demonstracgao.

Se ¢ | a e ¢ | b entao existem k e [ inteiros, tais que a = kc e b = lc. Multiplicando estas equagoes
respectivamente por m e n teremos, ma = mkc e nb = nlc. Somando membro a membro obtemos
ma + nb = (mk + nl)c, de onde concluimos que ¢ | (ma + nb). m

Teorema 1.1 A divisibilidade tem as sequintes propriedades:

(i) n|mn,

(i) d | n = ad|an,



(i1i) ad |an e a#0=d|n,
(i) 1]n,
(W) n0,
(vi) d|nen#0=|d <|n|,
(vit) d|n e n|d=1|d =|n|,

(viii) d|n e d#0= (%) |n.
Demonstracgao.

(i) Como n =n -1, segue da definicao que n | n.
(ii) Se d | n, entao existe k inteiro tal que, n =k -d, logo a-n =k -a-d, o que implica que ad | an.

(iii) Como ad | an, existe k inteiro tal que, an = k - ad, como k # 0, n = k - d, o que implica que
d | n.

(iv) Como n =mn -1, segue da definigao que 1 | n.
(v) Como 0 =0 -n, segue que n | 0.

(vi) Sed|nen #0, existe k # 0 e inteiro tal que, n =k-d, como |n|=|k|-|d|e|k]|>1,
segue que | d |[<|n | .

(vil) Sed|n e n|d, existem k,[ inteiros taisquen =k-ded=1-n,dai,n=k-l-n,logok=1=1
ouk =1=—1, 0queimplicaque |d|=|n|.

(viii) Se d | n, existe k inteiro tal que n = k - d, logo n/d é um numero inteiro. Como (n/d) -d = n,
segue da definicao que (n/d) | n.

Teorema 1.2 (Algoritmo da Divisao) Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um unico par de
inteiros q e v tais que
a=qgb+r, com 0<r<b,

onde q € chamado de quociente e r de resto da divisdo de a por b.

Demonstracgao.
Como b > 0, existe ¢ satisfazendo:

gb<a<(g+1).

Isto implica 0 < a — ¢gb e a — gb < b. Desta forma, se definirmos r = a — ¢b, teremos, garantida, a
existéncia de g e r. A fim de mostrarmos a unicidade, vamos supor a existéncia de um outro par ¢; e
ry1 verificando:

a=qb+mr com 0<r <b.

Disto temos (gb+r) — (q1b+ r1) = 0 0 que implica que b(¢ —q1) =71 —7 = b| (r1 —r). Mas, como
r1 < be r < b, temos |ry —r| < b e, portanto, como b | (r; — r) devemos ter r; — r = 0, ou seja,
ry =r. Logo, 1b=qb=q1 = ¢, uma vez que b#0. m



1.2 Maximo Divisor Comum

Defini¢ao 1.4 O maximo divisor comum de dois nimeros a e b (com a ou b diferente de zero),
denotado por (a,b), € o maior inteiro que divide a e b.

Teorema 1.3 (Teorema de Bézout) Seja d o mdximo divisor comum de a e b entdo existem in-
teiros ng e mo tais que d = nga + mob.

Demonstracgao.

Seja B o conjunto de todas as combinagoes lineares {na + mb} onde m e n sao inteiros. Este
conjunto contém claramente niimeros negativos, positivos e também o zero. Vamos escolher ng e myg
tais que ¢ = nga + mob seja o menor inteiro positivo pertencente ao conjunto B. Vamos provar que
c¢|aec]|b Como as demonstragoes sao similares, mostraremos apenas que ¢ | a . A prova é por
contradigao. Suponha que ¢ { a. Neste caso, pelo algoritmo da divisdo, existem ¢ e r tais que
a=gqc+rcom0 <r < c Portanto r = a — q¢c = a — q(npa + meb) = (1 — gng)a + (—gmg)db. Isto
mostra que r € B, pois (1 — gng) e (—gmyp) sdo inteiros, o que é uma contradi¢do, uma vez que
0 <7 < ¢ é o menor elemento positivo de B. Logo ¢ | a e de forma andloga se prova que c | b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros kq e ko tais que a = kid e b = kod e ,
portanto, ¢ = nga + mob = nokid + mokad = d(nok1 + moks) o que implica que d | c. Pelo Teorema
1.1 (vi), temos d < ¢ (ambos positivos) e como d < ¢ nao ¢ possivel, uma vez que d é o maximo divisor
comum, concluimos que d = nga + mgb. m

Proposicao 1.3 Para todo inteiro positivo t, (ta,tb) = t(a,b)

Demonstracgao.
Pelo Teorema 1.3, (ta,tb) é o menor valor positivo de mta + ntb (m e n inteiros), que é igual a t
vezes 0 menor valor positivo de ma + nb. Logo (ta,tb) =t (a,b). m

Proposicao 1.4 Sec >0 ea e b sao divisiveis por ¢, entdo

a b 1

—, -] ==(a,b).

<C,C) -(a,b)
Demonstracao.

Como a e b sao divisiveis por ¢, temos que a/c e b/c s@o inteiros. Basta, entao, substituir na
Proposicao 1.3, “a’por a/c e “b”por b/c tomando t =c. ®

b
Corolério 1.1 Se (a,b) = d, temos que <Z, d) =1.

Teorema 1.4 Para a,b, x inteiros, temos (a,b) = (a,b+ azx).

Demonstracao.

Seja d = (a,b) e f = (a,b+ax). Pelo Teorema 1.3 existem inteiros ng e my tais que d = noa +mob
e como esta expressao pode ser escrita como d = a(ng—xmg)+ (b+ ax)mg concluimos pela Proposicao
1.2 que o méximo divisor f de a e b+ ax é divisor de d. Tendo mostrado que f | d, mostraremos, a
seguir, que d | f.

Pela Proposicao 1.2, d | (b + ax) e todo divisor comum de a e b+ ax é um divisor de f. Tendo
assim provado que d | f concluimos que d = f, uma vez que ambos sdo positivos. m

Teorema 1.5 Se a|bc e (a,b) =1, entao a | c.

Demonstracgao.
Como (a,b) =1, pelo Teorema 1.3, existem inteiros ng, mg tais que

nga + mob = 1.

Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por ¢ temos: ng(ac) + mqg(bc) = c.
Como a | ac e por hipétese a | be, entao pela Proposigdo 1.2, a | c. m



Teorema 1.6 Sejam a,b inteiros e a = gb+r onde q e r sao inteiros, entio (a,b) = (b,r).

Demonstracao.
Pelo Teorema 1.4, da relagdo a = gb + r, obtemos (a,b) = (b,a — gb) = (b,7). ®

Teorema 1.7 (O Algoritmo de Euclides) Sejam rg = a ey = b inteiros nao negativos com b # 0.
Se o algoritmo da divisao for aplicado sucessivamente para se obter

ro =qr1 + 12, 0<re <y,

1 = goro + T3, 0<rg <ro,

Tj = Q+1Tj4+1 T T2, 0 <rjpa <Tjp1 O<j<n-1),
Th—2 = qn-1"n—1 +Tn, 0<ry <rp—1 s

Tn—1 = {qn"n, onde rp1 = 0.

Entao o dltimo resto nao nulo ry, satisfaz (a,b) = ry,.

Demonstracao.

Comecemos aplicando o Teorema 1.2 para dividir rg = a por r1 = b obtendo rg = q171 + 79,
em seguida dividimos r; por r3 obtendo r; = gore + r3 e assim, sucessivamente, até a obtengao do
resto 41 = 0. Como, a cada passo o resto é sempre menor do que o anterior, e estamos lidando com
nuimeros inteiros positivos, é claro que apdés um numero finito de aplicagoes do Teorema 1.2, teremos
resto nulo.

Temos, pois , a seguinte sequéncia de equagoes:

o =q11r1 + T2, 0<rg <nry,

1= qors + 13, 0<ry<ry,

Tj = Q41T+ T2, 0<rjpe<riyn (0<j<n-1),
Tn—2 = Qn—-1Tn—1 + Tn, 0< Tn < Tn—1,

Tn—1 = qnTn + 0.
A dltima destas equacOes nos diz, pelo Teorema 1.6, que o maximo divisor comum de 7, e r,_1 é

rn - A penitltima, que este nimero é igual a (r,—1,7,—2) €, prosseguindo desta maneira teremos, por
repetidas aplicacoes do Teorema 1.6, a sequéncia:

Tn = (Th-1,"n) = (rn—2,Tp—1) = ... = (r1,72) = (10,71) = (a,b).

Portanto o maximo divisor comum de a e b é o 1ltimo resto nao-nulo da sequéncia de divisoes
descrita. m

1.3 Numeros Primos

Definicao 1.5 Um nidmero inteiro n (n > 1) possuindo somente dois divisores positivos n e 1 €
chamado primo.

Se n > 1 nao é primo, dizemos que n é composto.
Proposigao 1.5 Se p | ab, p é primo, entao p|a oup|b.

Demonstracgao.
Se pta, entdo (a,p) = 1 o que implica, pelo Teorema 1.6, que p|b. m

Teorema 1.8 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior do que 1 pode ser re-
presentado de maneira inica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracgao.
Ver [5], Teorema 1.9 =



1.4 Minimo Miiltiplo Comum

Definigao 1.6 O minimo multiplo comum de dois inteiros ndo nulos a e b € o menor inteiro positivo
que € divisivel por a e b. Vamos denotd-lo por |a,b].

Proposicao 1.6 Se a = p{'py*p5®---pin e b= ;Dliljz)?pg3 -o.pbn onde p1,pa,...,pn SG0 08 primos

que ocorrem nas fatoragoes de a e b, entdo

max{a1,b1} max{az,b2} max{as,bs} max{an,bn}
1 Po P3 .

[a,b] =p "D

Demonstracgao.
Ver [5], Proposi¢ao 1.5 m

Proposicao 1.7 Para a e b inteiros nao nulos temos (a,b) - [a,b] =a-b

Demonstracao.
Ver [5], Teorema 1.16 m

Teorema 1.9 Seja b um inteiro positivo maior que 1. Entao todo inteiro positivo n pode ser repre-
sentado de maneira Unica da sequinte forma:

n= akbk + akflbkfl + -+ albl +ap,

ondek>0,ar,#0e0<a;<b, parai=0,1,2,...,k.

Demonstracgao.
Ver [5], Teorema 1.17 m

1.5 Congruéncias

Definigao 1.7 Se um inteiro m ndao nulo divide a — b dizemos que a é congruente a b modulo m e
escrevemos a = b (mod m). Se a—b nao é divisivel por m dizemos que a ndo € congruente a b mdédulo
m e neste caso escrevemos a Z b (mod m)

Teorema 1.10 Sea=0b (mod m) ec=d (mod m) entdo:
(i) a+c=b+d (modm),
(i) a —c=b—d (mod m),
(i1i) ka =kb (mod m),V keZ
(iv) ac=bd (mod m)
(v) o =b* (modm),VkecZ

(vi) Se (k,m) =d entdo ka = kb (mod m) < a=0b (mod %)

Demonstracao.
Ver [5], [7] =

Definicao 1.8 Um conjunto A de niumeros inteiros ¢ um sistema completo de restos maodulo n, se
todo nimero inteiro for congruente mddulo n com um, e somente um, elemento de A.



1.6 Teorema do Resto Chinés

O nome deste teorema se deve ao fato de que na antiguidade os matematicos chineses ja o conheciam.
Em sua demonstracao utilizaremos os dois resultados seguintes :

Teorema 1.11 Sejam a,b inteiros e my, ..., my inteiros positivos.

Se a = b (mod mi),a = b (mod my),..., a = b (mod my), entdo a = b (mod [my, ma,...,m.|),
onde [my,ma, ..., my] é 0o minimo multiplo comum de myi,ma,...,m,.

Demonstracao.

Ver [5], Teorema 2.6 m

Teorema 1.12 Sejam a,b e m inteiros tais que m > 0 e (a,m) = d. No caso em que d 1 b a
congruéncia ax = b (mod m) ndo possui nenhuma solu¢ao e se d | b, possui exatamente d solugoes
incongruentes modulo m.

Demonstracgao.
Ver [5], Teorema 2.8 m

Teorema 1.13 (Teorema do Resto Chinés) Se (a;,m;) =1, (m;,m;) =1 parai # j e ¢; inteiro,
entao o sistema

arx = c¢; (mod mq),
asr = ¢y (mod my),
asr = c3 (mod ms),
ar = ¢ (modm,),

possui solucao e a solucao € unica modulo m, onde m = mq -ma---Mm,.

Demonstracgao.

Do fato de (a;,m;) = 1, o Teorema 1.12 nos diz que a;x = ¢; (mod m;) possui uma unica solugao
que denotamos por b;. Se definirmos y; = m/m;, onde, m = my - mg---m,, teremos (y;, m;) = 1,
uma vez que (m;,m;j) = 1 para i # j. Novamente, o teorema anterior nos garante que cada uma das
congruéncias y;z = 1 (mod m;) possui uma tnica solu¢ao que denotamos por ;. Logo,

iy =1 (mod m;),i=1,2,...,r.

Afirmamos que o nimero = dado por
z = b1y + bayo¥z + -+ + bryrYr -
é uma solucao simultanea para nosso sistema de congruéncias. De fato
aix = abiyiyr + aiboyaya + - + aibiyiyi + - - + aibryrYr
= a;biy;y; (mod m;) = a;b; = ¢;  (mod m;),

uma vez que y; é divisivel por m;, para i # j, y;7; = 1 (mod m;) e b; é solucao de a;z = ¢; (mod m;).
Mostraremos agora que esta solugao é tinica médulo m.
Se T é uma outro solugdo para nosso sistema, entao a;= = ¢; = a;x (mod m;) e sendo (a;,m;) =1
obtemos T = = (mod m;).
Logo m; | (Z —x),i=1,2,...,7. Mas, como (m;, m;) =1 para i # j temos que

[mi,ma,...,my] =myi-mg---my.

Portanto pelo Teorema 1.11 ; my - mg---m, | (T — x), ou seja, T = = (mod m), o que conclui a
demonstracdo. m



1.7 Soma de Quatro Quadrados

A demonstracao do Teorema de Lagrange utiliza algumas definigoes e resultados que enunciaremos a
seguir:

Definicao 1.9 (Residuos Quadraticos) Sejam a e m inteiros com (a,m) = 1. Dizemos que a €
um residuo quadrdtico médulo m se a congruéncia x> = a (mod m) tiver solucdo. Caso x> = a
(mod m) nao tenha solugao dizemos que a nao é um residuo quadrdtico mdédulo m ou que a € um

residuo nao-quadrdtico.

Teorema 1.14 Seja p um primo impar. Dentre os nimeros 1,2,...,p — 1, (p — 1)/2 sao residuos
quadrdticos e (p — 1)/2 nao sdo.

Demonstracao.
Ver [5], Teorema 5.5 m

Teorema 1.15 Para p primo, a congruéncia x> = —1 (mod p) tem solugdo se, e somente se, p = 2
oup=1 (mod 4).

Demonstracao.
Ver [5], Teorema 5.6 m

Definigao 1.10 Para p um numero primo impar e a um inteiro nao-divisivel por p, definimos o

Stmbolo de Legendre (Z) por

p

<a> B {1, se a € um residuo quadrdtico de p

—1, se a nao € um residuo quadrdtico de p

Teorema 1.16 O Simbolo de Legendre € uma func¢do completamente multiplicativa de a, isto €,
p p p

para a e b inteiros nao-divisiveis por p.

Demonstracao.
Ver [5], Teorema 5.8. ®

Teorema 1.17 Para p um primo impar, temos

(—1> _J1, sep=1 (mod 4)
P -1, sep=1 (mod 4)
Demonstracgao.

Ver [5], Teorema 5.9. ®

Teorema 1.18 Para todo primo p existem inteiros, a,b,c nao todos nulos, tais que a congruéncia
sequinte se verifica a* + b* + ¢ =0 (mod p).

Demonstracao.
Para o caso p = 2 tomamos a =b=1ec=0. Sep =1 (mod 4) tomamos b = 1,c =0¢ea
como uma solucdo de 22 = —1 (mod p), a existéncia deste a é garantida pelo Teorema 1.15. Se p = 3

(mod 4) tomamos ¢ = 1 e mostramos a existéncia de solugao para a congruéncia

a*>+bv*=—-1 (mod p)
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sabemos pleo Teorema 1.14, que para um p primo impar, temos (p — 1)/2 residuos quadréticos e
(p — 1)/2 residuos nao-quadraticos dentre os ntmeros 1,2,...,p — 1. Seja, pois, d o menor residuo
positivo nao-quadratico médulo p. Como 1 é residuo quadratico, d > 2. Logo, pelos Teoremas 1.16 e

1.17 J . J
2)-G)G-cren-
p p p
Isso nos diz que —d é residuo quadratico médulo p, ou seja, a congruéncia 2 = —d (mod p) possui
solucdo. Seja b tal que b?> = —d (mod p). Precisamos achar um a tal que a> = d — 1 (mod p). Mas

esta congruéncia claramente possui solucao uma vez que d > 2,d — 1 < d e d é o menor residuo
nao-quadratico positivo médulo p. m
Utilizaremos também a identidade seguinte:

(@ +0*+ &+ d?)(r? + s> + 12 +0*) =

= (ar +bs + ct + dv)? + (as — br — cv + dt)? + (at + bv — cr — ds)? + (av — bt + cs — dr)>. (1.1)

Esta identidade mostra que o produto de niimeros possuindo representacao como soma de quatro
quadrados pode também ser representado como soma de quatro quadrados. Feita esta observacao, sé
resta mostrar que todo primo pode ser representado desta forma.

Teorema 1.19 (Lagrange) Todo inteiro positivo possui representag¢ao como soma de quatro quadra-
dos.

Demonstracgao.

Mostremos que todo ntimero primo possui esta representacao.

Seja p um niimero primo impar (para o niimero primo 2 temos, 2 = 12 + 12 + 02 + 02). Pelo
Teorema 1.18, existem inteiros a, b e c tais que

a>+ 0 +c2=0 (mod p). (1.2)
Esta congruéncia pode ser reescrita como
A+ +E+d2=Mp, (1.3)

onde M é um inteiro e d = 0.
A equagao (1.3) e o principio da Boa Ordem nos garantem a existéncia de um menor inteiro m
satisfazendo (1.3), isto é,

a? + >+ +d=mp. (1.4)

Como em (1.2) estamos trabalhando médulo p e a,b e ¢ estao elevados ao quadrado podemos
tomar a,b e cno intervalo [0, %) em (1.2) e (1.3). Logo,

p
2

2

mp=a’+b0+F+d> <452 =p

0 que implica que m < p.

Para concluir a demonstragao sera suficiente provarmos que m = 1.

Vamos mostrar que a suposicao m > 1, nos leva & obtengao de um inteiro 0 < m’ < m o qual
fornecera uma representacao para m’p como soma de quatro quadrados, o que contradiz a forma como

m foi escolhido.
Separamos em dois casos: m impar e m par. Seja m > 1 e m impar. Na equacao

A+ A+ dE=mp (1.5)
podemos escolher ai, b1, c1 e di no intervalo [O, %) satisfazendo as equagoes

ap =a (mod m),
by =b (mod m),
c1 =c¢ (mod m),

dy=d (modm).
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Desta forma temos
A4+t +d?=0 (modm),

0 que nos garante a existéncia de m’ > 0 tal que

ai + b3 +ct+di =mm'. (1.6)
Como os inteiros ay, by, c1 e di sdo todos menores que % temos que m’ < m. A suposicao m’ =0
nos leva a uma contradicao pois m’ = 0 entdo a; = by = ¢c;=d; = 0 e portanto, a =b=c=d =0
(mod m) o que implica m? | mp. Como m? | mp implica que m | p temos uma contradicdo, pois
1l<m<p.
Logo, m’ # 0. De (1.5), (1.6) e (1.1) temos

mpm'm = m*pm’
= (@+V++d*)(a]+b]+c +dY)
= (aay + bby + cc1 + ddy)* + (aby — bay — cdy + dey)* +
(ac1 +bdy — cay — db1)2 + (ad; — bey + ¢by — da1)2 . (1.7)

Como a = aj,b=bj,c=c; ed=d; (mod m) e a®? = aay,b? = bby,c® = ccy e d*> = dd; (mod m)
vemos que as quatro expressoes que estao elevadas ao quadrado do lado direito da ltima igualdade
acima sao muiltiplos de m.

Portanto existem inteiros @, b, ¢ e d tais que (1.7) pode ser reescrita como

m?pm/ = (@m)? + (bm) + (@m)? + (dm)?

ou seja, pm’ = @? 102+ @2+ d onde m <m.

Nos resta mostrar que no caso m par também podemos encontrar m < m tal que mp é soma de
quatro quadrados.

Para m par, os inteiros a,b,c e d devem ser todos pares, dois pares e dois impares ou todos
impares.

Em qualquer um destes trés casos podemos escolher a, b, ¢ e d satisfazendo a = b (mod 2) e c=d
(mod 2) o que nos permite escrever

m _ (a—b 2+ a+b 2+ c—d 2+ c+d\?
Py =\ 2 2 2 2
Portanto, tomando m = % < m, obtemos uma expressao para mp como soma de quatro quadrados.

Pelas observacoes feitas anteriormente, concluimos que m = 1, ou seja, o primo p pode ser expresso
como soma de quatro inteiros sendo cada um deles um quadrado. m




Capitulo 2

Equacoes Diofantinas

O objetivo principal deste capitulo é introduzir dois conceitos, o de conjunto Diofantino e o de funcao
Diofantina, pois estes sao necessarios a compreensao do Décimo Problema de Hilbert. Em seguida,
estabeleceremos algumas propriedades e daremos alguns exemplos que elucidarao estes conceitos.

2.1 Equacgoes Diofantinas
Uma equacao Diofantina é uma equacao da forma:
D(z1,...,2m) =0, (2.1)

onde D é um polinémio com coeficientes inteiros. Esta equagao também pode ser escrita da seguinte
forma:

Dp(xz1,...,2m) = Dr(z1,...,2m), (2.2)

onde Dy, e Dy sao polinémios com coeficientes inteiros e positivos. Para obter tal forma basta transpor
para o lado direito os termos com coeficientes negativos.

2.2 Sistema de Equacoes Diofantinas
Lema 2.1 Um sistema constituido de k equacdes Diofantinas

Dl(a;l,... ,$m> =0

: (2.3)
Dy(z1,...,2m) =0
tem como solugdo os inteiros x1,..., T, Se, e somente se, a equacdo Diofantina
D¥(zy, ... xm) + -+ Di(x1,..., %) =0 (2.4)
tem a mesma solugdo.
Demonstracgao.
Primeiramente, suponha que o sistema é satisfeito, ou seja, D?(xl, coy ) =0paral <i<k e
entao é evidente que:
D3(x1,. .y xm) + ...+ Di(xy,...,2m)=0.
k
Reciprocamente, se Y. DZ(z1,...,2Zm) = 0, como D2(z1,...,2m,) > 0 para 1 < i <k, segue que

1=1
Di(x1,...,xym)=0para 1 <i<k. m
Com este resultado reduzimos um sistema de equacoes Diofantinas a uma tinica equacao Diofantina.

12



13

A transformacao inversa também é possivel, isto é, transformar a equacio:
D(z1,...,2m) =0 (2.5)
em um sistema de equacoes Diofantinas

Dl(xlw-'?xm:yla"'vym) =0
: (2.6)
Dk(xl)"'uxm7y17"‘7ym) =0

onde y1, ..., Ym SA0 novas variaveis no sistema.

Uma possivel razao para transformar a equacao (2.5) no sistema (2.6) pode ser a obtencao de um
sistema constituido de equacoes de grau menor.

E facil ver que qualquer equacdo Diofantina pode ser transformada num sistema de equagcoes
constituido de equagoes de duas formas:

a=pB+y (2.7)
o=y (2.8)
onde «, 3,y sdo numeros particulares ou dependem das variaveis x1,...,Tm, Y1, - - - Ym-

Exemplo: Considere a seguinte equagao Diofantina
4oy — 2222% — 3Pz + 52 =0 (2.9)
Primeiro vamos transpor os termos negativos obtendo a equacao
4oy 4+ 5z = 22°23 + 3y° (2.10)

A seguir introduziremos 14 novas varidveis e obtemos o sistema equivalente:

p1 = 4z, p2 = p1x, b3 = Dp2x, P4 = P3Y;

q1 = 9z;

r = 2x, To = T, r3 =Toz, T4 =T3Z, T5=T42; (2.11)
s1 = 3y, So = 81Y, S§3 = Soi;

t1 =ps+q, up=rs5+s3 t1=ui.

onde a variavel t; corresponde ao lado esquerdo da equacao inicial e u; ao lado direito da equagao
inicial.

Finalmente, utilizando o Lema 2.1, obtemos uma equagao de grau 4 independentemente do grau
da equagao inicial.

Entao para resolver o 10° Problema de Hilbert serd suficiente decidir se uma equacao de grau 4
tem ou nao solugao.

2.3 Solucoes nos Numeros Naturais

Em seu 10° problema, Hilbert falou sobre as solu¢Ges nos inteiros.
Algumas vezes uma solucdo inteira é evidente. Por exemplo, a equacio

(+1P°4+(y+1)7°=(z+1)° (2.12)

tem infinitas soluctes da forma x =z ey = —1.

Por outro lado, a obtencao de solugoes nao-negativas =,y e z para a equagao (2.12) nao é trivial.

Desse modo, para uma equagao Diofantina particular, o problema de decidir se esta tem uma
solucao inteira e o problema de decidir se esta tem uma solucao inteira nao-negativa sao em geral dois
problemas distintos.
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Lema 2.2 A equagao Diofantina D(x1,...,xy) = 0 tem uma solu¢ao em inteiros nao-negativos se,
e somente se, o sistema

D(xy,...,2m) =0

T =Yt F YT T YT T YT

(2.13)
T = .%gn,l + 931,2 + ?J?n,a + yan
tem uma solucdo nos inteiros.
Demonstragao.
Considere (1, ..., x;) uma solugio em inteiros ndo-negativos da equagao D(x1,...,x,) = 0. Pelo

Teorema 1.15, podemos expressar cada z; (1 < j < m) como soma de quatro quadrados, dando uma
solugao ao sistema (2.13).

Reciprocamente, qualquer solugao do sistema (2.13) em ntimeros inteiros inclui a solucao (1, . . ., Ty)
em inteiros nao-negativos da equagao D(z1,...,Zm,) =0. &

Da segao 2.2, o sistema (2.13) pode ser simplificado na equagao :

E(l'lw"?xmayl,l?' . 'aym,4) =0

que tem solucao inteira se e somente se a equacao original tem solucao inteira nao-negativa.

Desse modo, nés mostramos que o problema de decisao de determinar a existéncia ou nao-existéncia
de solugoes nao-negativas é reduzido ao problema de determinar a existéncia ou nao-existéncia de
solugoes inteiras.

Assim, para provar que o Décimo Problema de Hilbert é insolivel na sua forma original é suficiente
mostrar que o mesmo € insoliivel nos inteiros nao-negativos.

Chamaremos os inteiros nao-negativos de nimeros naturais, mas nao consideraremos o 0 (zero)
como numero natural, desta forma, os niimeros considerados sao niimeros naturais diferentes de zero,
a menos que seja especificado o contrario.

2.4 Familia de Equacoes Diofantinas

Uma familia de equagoes Diofantinas é uma relacao da forma:

D(ai,...,an,x1,...,Tm) =0 (2.14)
onde D é um polinémio com coeficientes inteiros com respeito a todas as variaveis a1, ..., an, 1, ..., Tm
sendo ay,...,a, 0s parametros e x1,..., T, as incégnitas.

Uma familia de equagoes Diofantinas nao é um sistema infinito de equagoes por que as incégnitas
nao precisam satistazer todas as equacgoes simultaneamente, como deve acontecer no sistema.

Familias de equagoes Diofantinas sdo também chamadas de equactes paramétricas. Para equagoes
paramétricas precisamos distinguir o grau da equacao com respeito a suas variaveis.

Para diferentes valores de parametros podemos obter equagoes que tem solucao, bem como equagoes
que nao tem.

2.5 Conjuntos Diofantinos

Uma equagao paramétrica Diofantina como em (2.14), define o conjunto M formado de n-uplas de
valores de parametros aq,...,a, para os quais existem incégnitas x1, ..., z,, satisfazendo (2.14), isto

e:
(al,...,an> eEM < 3dz,...,zm [D(al,...,an,x1,...,mm) :0]. (2.15)

O numero n é chamado de dimensao M e a equivaléncia (2.15) é chamada de representacao Dio-
fantina de M.
Conjuntos que tém representagao Diofantina sdo chamados conjuntos Diofantinos.
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Todo conjunto Diofantino tem varias representagoes Diofantinas.

Neste trabalho o problema usual de equagoes Diofantinas serda abordado de uma forma diferente.

Em vez de dar uma equacao e procurar uma solucao, comegaremos com um conjunto e procurare-
mos a equacao Diofantina correspondente.

2.6 Propriedades dos Conjuntos Diofantinos

A seguir mostraremos duas importantes propriedades dos conjuntos Diofantinos.

1 - A uniado de dois conjuntos Diofantinos de mesma dimensao é também Diofantino.
De fato, se

Di(ay,...,an,x1,...,Zm) =0,

Dg(al,...,an,xl,...,:vm) :0,

sao representacoes Diofantinas de dois conjunto, entao a equacao

Dl(ala"wan;xla"'a'xm) 'DQ(ala"'aana‘Tla"'al‘m) =0
¢ uma representacao Diofantina de sua uniao.

2- A intersecdo de dois conjuntos de mesma dimensdo é também um conjunto Diofantino, para
isto defina a equagao:

D%(al,...,an,azl,...,xm)—|—D§(a1,...,an,y1,...,ym) =0.

2.7 Exemplos de Conjuntos Diofantinos

1. Os nimeros que nao sao poténcias de 2:

zreS & (Fy,2) [r=y2z4+1)].
2. Os nimeros compostos:

zeS & Fy,2)[z=(y+1)(2+1)].
3. A relac@o de ordem dos nimeros inteiros positivos, isto é, o conjunto {(z,y) | = < y}:
v <ye (32) [ptr=y)
e o conjunto {(x,y) | = <y}

r<ye (Jy2)|[r+z-1=y]

4. A relagao de divisibilidade, considerando o conjunto {(z,y) | = |y}:
vlye (32)[zz=y]

Os exemplos 1 e 2 sugerem que outros conjuntos podem ser considerados, como por exemplo: o
conjunto dos nimeros que sao poténcias de 2 e o conjunto dos niimeros primos. Veremos que estes
conjuntos realmente sao Diofantinos, mas isto nao é trivial. Consideremos ainda o seguinte exemplo:

5. O conjunto W formado pelas ternas (x,y, z) para os quais = | y e x < z:
zlye Gu)jy=2ul e x<z& (o) [z=x+0],
ou equivalentemente:

(z,y,2) eW & B u,v)[(y —zu)? + (z—z —v)? = 0]
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2.8 Terminologia Légica

Muitas vezes, é mais facil usar, em vez da linguagem dos conjuntos, uma linguagem essencialmente
equivalente, de propriedades e relagoes.

Por exemplo, ao invés de dizer que o conjunto de nimeros pares é Diofantino, pode-se dizer que a
propriedade de um nimero ser par é Diofantina.

Mais formalmente, nés dizemos que uma propriedade P dos niimeros naturais é uma propriedade
Diofantina se o conjunto dos nimeros tendo esta propriedade é Diofantino.

O que pode se representado por uma equivaléncia da seguinte forma:

P(a) & (3 z1,...,2m) [D(a,z1,...,2m) =0

chamada de representagao Diofantina da propriedade P. Onde P(a) indica que a satisfaz a propriedade
P.
A equivaléncia da formas:

R(ai,...an) < (3 x1,...,2y) [D(at,...an,T1,. .., Tm) =0
é chamada de representacao Diofantina da relagdo R. Onde R(ay, ... a,) indica que a n-upla (a1, ..., a,)
¢ um elemento da relagao R C N”, onde N é o conjunto de niimeros naturais.
Ao invés de unido de conjuntos, nesta terminologia, utilizamos o conectivo 1égico ou. Em outras
palavras, se R; e Ry sao relagoes Diofantinas (ou propriedades) entao a relagao (ou propriedade) R
constituida pelas n-uplas (ay, ..., a,) satisfazendo

R(al, . ..an) & Rl(al, .. .an) V Rg(al, .. .an)

também é Diofantina.
Similarmente, para a intersecao de conjuntos, temos nesta linguagem o conectivo légico e. Assim,
a equivaléncia da forma

R(ay,...ap) < Ri(ay,...an) AN Ra(as,...ap)

pode ser considerada uma generalizagao da representagao da relagao Diofantina R desde que mostremos
que as relagoes R; e Ry sao Diofantinas.

Funcgoes Diofantinas

O termo funcao indicara funcoes de N” em N.
Uma fungao é chamada de funcao Diofantina se seu gréafico é um conjunto Diofantino.
Correspondentemente, a representagao Diofantina de uma funcao F' é uma equivaléncia da forma

a=F(b,...by) & (3 z1,....,2p) [D(a,bi,...bn,z1,...,2m) =0] (2.16)

onde D é um polinémio com coeficientes inteiros.
Podemos tratar também equagoes com a seguinte forma:

P(t1,...,tx) =0 (2.17)
onde P é um polindémio com coeficientes inteiros e t1, ..., t; sdo termos Diofantinos, isto €, expressoes
construidas a partir de ntimeros naturais particulares, varidveis, os simbolos de “+7, “-7 | “” e os

simbolos para funcoes Diofantinas.
Como quando passamos da equacao (2.9) para (2.11), a equagao (2.17) pode ser transformada em
um sistema equivalente consistindo em equagoes da forma (2.7) e (2.8) e da forma

a=Fb1,...,5) (2.18)

onde F' é uma funcao Diofantina e o e 31, ..., 3, sao varidveis ou niimeros naturais particulares.
Além disso, podemos substituir cada equagao da forma (2.18) por uma equacao da forma (2.16)
com a substituido por « e by, ...b, substituido por f31,..., 3, e também x1,...,x,, substituidos por
novas varidveis que ainda nao tinham sido utilizadas.
O sistema resultante pode ser reduzido a uma tnica equagao equivalente da forma (2.17)
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Exemplos de Fungoes Diofantinas

Uma importante fungao Diofantina esta associada com os nimeros triangulares, que sao os nimeros

da forma:
n(n+1)

Tn)=14+2+---4+n= 5

Esta funcao é crescente e para cada inteiro positivo z, existe um unico n > 0, tal que
Tn)<z<Tn+1)=T(n)+n+1.
Assim, cada z, é representado de forma unica da seguinte forma:
z=Tn)+y, y<n+l,

ou de forma equivalente
z=T@x+y—2)+y.

Se escrevermos * = L(z), y = R(z), temos a seguinte fungdo P(z,y) = T(x + y — 2) + y. Note
que L(z), R(z) e P(z,y) sdo fungdes Diofantinas uma vez que:

z=Plxy)e2z2=(+y—-2)(r+y—1)+2y
r=L(z)e Ty 2z=(r+y—2)(x+y—1)+ 2y
y=R(z) e (3z) 2z=(r+y—2)(x+y—1)+ 2y

A fungao P(z,y) estabelece uma bijecdo entre o conjunto dos pares ordenados formados por
inteiros positivos e o conjunto dos nimeros inteiros positivos. E para cada inteiro z, o par ordenado
que esta associado a z por P(x,y) é (L(z), R(z)). Note que L(z) < z e R(z) < z.

O teorema a seguir é uma coletanea dos resultados vistos acima.

Teorema 2.1 (Teorema das Fun¢oes de Emparelhamento) Ezistem fungoes Diofantinas P(z,vy),
L(z), R(z) tais que:

1 - Para todo z,y, L(P(x,y)) =z, R(P(z,y)) =y, e

2 - Para todo z, P(L(z),R(z)) =z, L(2) < z, R(2) < z.

Outra fungao Diofantina que nos serd muito 1til esta relacionada ao Teorema do Resto Chinés.
Defina a funcao S(i,u) da seguinte forma:

S(i,u) = w,
onde w é o Unico inteiro positivo para o qual:
w=Lu) (modl+4i-R(u)) e w<1+iR(u).

Aqui, w é resto da divisao euclidiana de L(u) por 1 + iR(u).

Teorema 2.2 (Teorema da Sequéncia de Numeros) FEziste uma funcdo Diofantina S(i,u) tal
que:

1- S3,u) <wu,e

2 - para cada sequéncia ay,. .., an, existe um numero u tal que S(i,u) = a; para 1 <i < n.
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Demonstracao.
Primeiro vamos mostrar que S(i,u) definida acima é uma fungao Diofantina.
Temos que w = S(i,u) se e somente se o seguinte sistema de equagoes tem solugao:

u=(x+y—-2)(x+y—1)+2y,
r=w+z(1+1y),
l+wy=w+v—-1.

Isto ocorre pois pela discussao conduzida no teorema das fungoes de emparelhamento, a primeira
fungao é equivalente a x = L(u) e y = R(u).

Entao somando os quadrados das trés equagoes prova-se que S(i,u) é Diofantina.

Como S(i,u) < L(u) e L(u) < u segue que S(i,u) < u. Finalmente, sejam aq,...,a, uma
sequéncia de nimeros. Escolha y como sendo algum ntimero maior que cada aq, ..., a, e divisivel por
1,2,...,n.

Entao os nimeros 1+y,14 2y,..., 1+ ny sdo relativamente primos entre si. De fato, se d | 1 + iy
ed|1+jy,i<j,entdod]| [j(1+iy) —i(l+ jy)],isto ¢, d | j— i, de modo que d < n, mas isto é
impossivel, exceto se d =1, pois d | y.

Sendo assim, podemos aplicar o Teorema do Resto Chinés para obtermos um ndmero = tal que:

r=a; (mod1+y),
x=ay (mod 1+ 2y),

x=ap, (mod1l+ny).
Sendo u = P(z,y), tal que x = L(u) e y = R(u).Entéo para i = 1,2,...,n teremos:

a; = L(u) (mod 1+iR(u)) ea; <y=R(u) <1+ iR(u). Mas por defini¢do a; = S(i,u). m
Uma impressionante caracterizacao dos conjuntos Diofantinos de inteiros positivos é dada por:

Teorema 2.3 Um conjunto S de inteiros positivo é Diofantino se e somente se existe um polinémio
P tal que S € precisamente o conjunto dos inteiros positivos na imagem da funcao definida por P.

Demonstracao.
Primeiramente, suponha que S é Diofantino, logo, existe um polinémio @) tal que:

xeS<e (Tr,...,on)Q, z1,...,2ym) =0].

Seja P(x,21,...,Zm) = x.[]l — Q*(x,21,...,7y)]. Entdo se x € S, escolha 1,...,,, tal que
Q(z,z1,...,xy) = 0, logo P(z,z1,...,2,) = x, 0 que mostra que = esta no conjunto imagem da
funcao definida por P.

Por outro lado, seja z = P(x,21,...,7m), 2 > 0. Como z = z - [1 — Q*(z,21,...,2m)] e z > 0,
segue que 1 —Q%(z1,...,2,) >0, logo Q*(x,z1,...,2,) =0, ouseja, Q(x,1,...,2,) = 0. Portanto
z=zeQ(z,x1,...,2,m) =0 0 que mostra que z € S.

Reciprocamente, seja S o conjunto dos inteiros positivos na imagem da funcao definida por P.
Logo
zeSe Fx,...,xm) [Plx1,...,2m) =1].

Defina R(x,x1,...,%m) =2 — P(x1,...,%y). Entao:
zeSe (Tx,...,xm) [Rx,z1,...,2m) = 0],

logo o conjunto S é Diofantino. m



Capitulo 3

O Décimo Problema de Hilbert é
Insoluvel

3.1 A Funcao Exponencial é Diofantina

O objetivo desta secdo é mostrar que a funcdo exponencial h(n,k) = n*F é Diofantina. Isto é ne-
cessario pois esta funcao servird de base para mostrarmos que outras fungoes importantes também sao
Diofantinas.
Para isto serao necessarios 25 lemas, os quais enunciaremos e provaremos a seguir. Nestes lemas
utilizaremos fortemente a Equagao de Pell, a Teoria de Congruéncias e o Principio de Indugao Finita.
A Equacéao de Pell é dada por:

2 —dy*=1, z,yeZ,

onde tomaremos d = a? — 1, a > 1.
Sao solugoes triviais desta equagao:

z=1ey=0,
r=aey=1.

Mais informagoes sobre a Equacao de Pell podem ser obtidas em [6].

Lema 3.1 Ndo existem inteiros x,y, que satisfacam a Equacdo de Pell para os quais

1<z+yﬁ<a+\/cj.

Demonstracgao.
Sejam x, y satisfazendo a inequacdo 1 < = + yvd < a + v/d e também a Equacdo de Pell. Logo,

1= (a+Vd)(a - Vd) = (z + yVd)(x - yVd),
esta igualdade e a inequacao implicam que 1 > z — yv/d > a — V/d, o que é equivalente a:
—-1< —x—l—y\/g< —a+Vd

Adicionando as duas inequacdes temos que: 0 < 2yvd < 2V/d, ou seja, 0 < y < 1, o que é uma
contradicao. m

Lema 3.2 Sejam x,y e 2,y inteiros, que satistacam a Equacao de Pell. Tomando
" +y"Vd = (x4 yVd) (&' +y'Vd).

Entao x"e vy satisfazem a Equacdo de Pell.

19



20

Demonstracao.
Observe que

o —y'Vd = (x —yVd)(2' —y'Vd).

Entao:
(@) —dy")? = (" +y"Vd) (2" —y'Vd)
= [(x+yf)($ +y'Vd)][(z ~ ﬁ)(w’—y’ﬁ)]
= (¢® —dy’)((2')? —d(y')*) =

n
Definigao 3.1 z,(a) e yn(a) paran >0, a > 1, sdo definidas por x,(a)+ y,(a)vVd = (a+ Vd)".

Quando o contexto permitir a dependéncia em relagdo a a nao serd explicitada e escreveremos
apenas T € yp.

Lema 3.3 x, ey, satisfazem a Equacao de Pell

Demonstracao.

Utilizaremos inducao.

Para n =1 o lema é verdadeiro.

De fato, z1(a)+ yi(a)Vd = (a + Vd)' = a + Vd, o que implica que z1(a) = a e y1(a) = 1, que
solucao trivial da Equacao de Pell.

Suponha que o lema seja verdadeiro para n — 1. Logo,

2a(a) + yu(@)Vd = (a + V)" = (a+ Vd)(a+Va)"!

satisfazem a Equacao de Pell, utilizando o Lema 3.2 e a hipdtese de indugao. m

Lema 3.4 Sejam x,y solugoes nao negativas da Equacao de Pell.
Entao para algum n, x = x, e y = yp.

Demonstracgao.
Inicialmente note que z + yv/d > 1. Por outro lado, (a + v/d)" tende ao infinito. Portanto existe
um n > 0, tal que

(a+Vd)" <z+yVd< (a+Vd)"™

Se ocorre a igualdade o resultado esta provado, caso contrério:

Tn + ynVd < x4 yVd < (zn + yoVd) (a + Vd)

Como (, + YnVd) (2 — ynV/d) = 1 (pois x, e y, satisfazem a Equacio de Pell), entdo o niimero
— ynV/d > 0 (caso contrério, &, + y,v/d < 0, uma contradicdo). Entao:

(an - yn\/g)(xn + yn\/a> < (xn - yn\/&)(x + y\/&) < (xn - yn\/a)($n + yn\/g)(a + \/&) .

Logo,
1 < (2 — yuVd)(z +yVd) < a+Vd.

Mas isto contradiz os Lema 3.1 ¢ 3.2. m

Lema 3.5 @p+n = TmTn £ dynYm € Ymtn = TnlYm £ TmYn.
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Demonstracao.
Tm4n + ym—&—n\/;i = (CL + \/g)ern
= (xmxn + dynym) + (xnym + fmyn)\/g .
Portanto,

Tmtn = TmTn + AYnYm
(§]

Ym4n = TnYm + TmYn -

De forma andloga, temos que (Zm—n+ Ym-nVd)(Zn+ YnVd) = Zm+ ymVd, e multiplicando por
Tp— yn\/g de ambos os lados, obtemos:

Tm—n + ym—n\/;i = (xm + ym\/;i)(l'n - yn\/g)
= (xmxn - dynym) + (xnym - xmyn)\/g

Portanto,
Tm—n = TmTn — dYnYm
(&
Ym—n = TnYm — TmlYn -
|

Lema 3.6 y,,+1 = aym £ Ty € Tipt1 = ATy £ dYp, .

Demonstracao.
Tome n =1 no Lema 3.5. m

Lema 3.7 (z,,y,) = 1.

Demonstracao.
Sed|rped|y,, entdiod |22 —dy? =1 m

Lema 3.8 y, | ynk-

Demonstracao.
Vamos utilizar inducao e o Lema 3.5. O lema é obviamente verdadeiro para k = 1.
Suponha que seja verdadeiro para k = m, ou seja, yn | Ynm.-
Do Lema 3.5 temos que, Y,(m+1) = Tn Ynm + Tnm Yn-
Como Yy, | Tnm¥yn € pela hipdtese de indugao yy, | nYnm, segue que Yy, | TnYnm + Tnm Yn, OU seja,

Yn | yn(m+1)'
Portanto o lema é vélido para k = m + 1, o que conclui a prova por inducao. m

Lema 3.9 y, | y: se, e somente se, n | t.

Demonstracao.

Inicialmente, suponha que y, | ¥ mas que n 1 t. Entao podemos escrever t = ng+r, 0 < r < n.
Entao y; = Yng+r € pelo Lema 3.5 temos que, y; = Ty Yng + Tng Yr. Do Lema 3.8 yy, | ynq € por hipdtese
Yn | Yt, como TngYr = Yt — TnqYr SELUE qUE Yn | Tng Yr-
Mas (Yn,Zng) = 1, (se d | yn € d | xpnq, pelo Lema 3.8 d | yng, € como (Zng,Yng) = 1 pelo Lema 3.7,
segue que d | 1, ou seja, d = 1). Portanto y, | y» , e dai y, < y,.
Por outro lado, n > r, e pelo Lema 3.6 terifamos y,, > y,, uma contradigao.

Reciprocamente, se n | t, entdo t = nk, pelo Lema 3.8 y,, | Ynk, Ou seja, yp | ye. ®

Lema 3.10 y,;, = kat "1y, (mod y3), VkcZ, k>1.
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Demonstracao.
Por defini¢ao .1 + ynrVd = (a + Vd)™ = (2, + y,V/d)* e pela férmula do Binémio de Newton:

k

(2n + Yy Vd)k = 3 < f ) oIyl ds =

=0
_ ([ k k k k—1 L k k—2,2 k k—3,,3 73 k k gk
—<0>$n+<1>xn ynd2+(2>xn Ynd+ | 5 JTn Ynd2 oA ) Ynd?

desta igualdade concluimos que:

k k k—j, j =1 k—1 k k k—j, j =1
Ynk = 21 ] Ty ynd 2 = kmn Yn + 23 ] Ty ynd 2.
i ggpar J Z277;196”"

Mas para j > 3, os termos desta expansao sao todos congruentes a zero (mod yg)
Entao ynx = kzF 1y, (mod y3). m

Lema 3.11 32 | yny, -

Demonstracao.
Utilizando k = y, no Lema 3.10 obtemos ¥y, = y%:n%"fl (mod yfl) e desta congruéncia temos
que:

Ynyn = (n)*t + ynaln ™ = yi (yat + 24,

de onde concluimos que y2 | Yny,. W
Lema 3.12 32 | y; entdo y, | t.

Demonstracao.

Como 42 | v, segue que y,, | y¢ e pelo Lema 3.9, n | t. Seja t = nk.

Do Lema 3.10 temos que, kzF 1y, = v — u(yn)? e como y2 | yur € ¥2 | (yn)® concluimos que
y2 | kzk~1y,, ou ainda, y, | kzE~!. Mas pelo Lema 3.7, (z,,y,) = 1.

Entao yy | k, e como t = nk, segue que y,, | t. m

Lema 3.13 z,11 =202, — Tn—1 € Ynt+1 = 20Yn — Yn—1-

Demonstracao.
Do Lema 3.6 temos:

Tptl = ATy +dYp € Yni1 = aQYp + Ty,

Tp-1 =0Ty —dYnp € Yn—1 = aYn — Tn,

e entao:

Tntl + Tp—1 = 20Ty = Tpy1 = 20Ty — Tp—1.

Yntl — Yn—1 = 20Yn = Ynt1 = 20Yn — Yn—1-

|
Estas equagbes mais as condicoes iniciais xg = 1, 1 = a, yo = 0 e y; = 1 determinam todos os
valores de x,, € yn.

Lema 3.14 y, =n (mod a — 1).
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Demonstracao.

Utilizaremos inducao.

Paran =0 e n =1 a congruéncia é trivialmente satisfeita. Vamos supor que o lema é verdadeiro
para k < n. Entéao y, =n (moda—1)ey,—1=n—1 (mod a—1). Mas como a =1 (mod a — 1),
segue das propriedades de congruéncia que 2ay, =2n (mod a—1) e —y,—1 = —(n—1) (mod a — 1),
logo: 2ayn, —yn-1=2n—(n—1)=n+1 (mod a — 1).

Pelo Lema 3.13, yp4+1 = 2ay, — Yn—1, portanto y,+1 =n+ 1 (mod a — 1), o que conclui a prova.
|

Lema 3.15 Sea=b (mod c¢), entioV n, x,(a) = z,(b) (mod ¢) e yp(a) = yn(b) (mod c).

Demonstracao.
Vamos provar que x,(a) = x,(b) (mod c). Utilizaremos indugao. Paran = 0 e n = 1 a congruéncia
é trivialmente satisfeita. Vamos supor que o lema é verdadeiro para k < n.
Em particular, z,(a) = z,(b) (mod ¢) e x,—1(a) = x,—1(b) (mod ¢). Destas duas congruéncias
temos que:
2azy(a) — Tp—1(a) = 2ax,(b) — xp—1(b) (mod ¢),

e pelo Lema 3.13 concluimos que x,+1(a) = z,4+1(b) (mod ¢) o que conclui a prova.
A prova de que y,(a) = yn(b) (mod c) é feita de forma inteiramente andloga. m

Lema 3.16 Quando n € par, y, € par e quando n € impar, y, € impar.

Demonstracgao.
Considerando y,+1 = 2ay, — Yn—1 = Yn—1 (mod 2):
Se n é par, entdao y, = yo =0 (mod 2), o que implica que y,, é par.
Se n é fmpar, entao y, =y1 =1 (mod 2), o que implica que y,, é impar. =

Lema 3.17 x,(a) — yn(a)(a — y) = y" (mod 2ay — y* — 1).

Demonstracao.

Utilizaremos inducao.

Para n = 0, temos zg — yo(a —y) = 1 = y° e para n = 1, temos 1 — y1(a — y) = y = y'. Suponha
que o lema seja verdadeiro para k < n.

Pelo Lema 3.13 temos que : x,41(a) — yp+1(a)(a —y) = 2alx, — yn(a —y)] — [Tn—1 — Yn-1(a — y)],
mas pela hipdtese de inducao,

Tp — ynla —y) = y" (mod 2ay —y*> — 1) e —[xp_1 — Yn_1(a —y)] = —y" ! (mod 2ay — y*> — 1).
Portanto:

Tn+1(a) — Ynt1(a)(a —y) = 2ay” —y" ' (mod 2ay —y* — 1)

e dali,

Tnt1(a) = yns1(a)(a —y) = y"H(2ay — 1) (mod 2ay —y* —1).
Mas 2ay — 1 = y? (mod 2ay — 3> — 1). Logo,
Znt1(a) = yni1(a)(a —y) =y" 'y =" (mod 2ay -y — 1),

o que conclui a prova. ®

Lema 3.18 V n, ypt1 > yn > n.
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Demonstracao.

Pelo Lema 3.6 , yp11 > Yn.-

Resta provar que y,, > n. Utilizaremos inducgao.

Se n =0, o lema é verdadeiro, pois yg =0 > 0.

Suponha que o lema seja verdadeiro para n, ou seja, y, > n.

Temos que Ypt+1 > Yn = Yn+1 = Yn + 1, € pela hipdtese de inducao y,4+1 > n + 1, o que conclui
a prova. W

Lema 3.19 V n, a" <uz,(a) < znti(a) e zp(a) < (2a)™.

Demonstracao.
Para n = 0, as desigualdades se verificam, pois xg = 1 e x1 = a > 1. Por indugao, suponha o
Lema valido para n e provemos que ele é valido para n + 1.
Pelo Lema 3.6
Tpt1 = ATy + dyn > aTy

e por inducao temos

n+1

a =a-a" <axy < Tpit-

Como a > 1,
a" < 21 < avng1 < oo

Pelo Lema 3.13
T+l = 20Ty — Tp—1 < 202, .

Como por indugao x,, < (2a)", temos

Tpg1 < 20z, < 2a-(20)" = (2a)"L.
|
Lema 3.20 z9,+; = —z; (mod z,).

Demonstracgao.
Pelas férmulas de adicdo do Lema 3.5 temos que:

Ton+j = xn-}-(n—i—j) = TnTnij + dynyn-l—j )
Tn+j = ITnT;+ dyjyn s
Yn+j = ZjYn + Tnl;.

Entao,
Ton+j = TnTnT; + dyn(ynfﬂj + xnyj) + dynmnyj .

A partir desta igualdade temos:
Tontj = dy2z; (mod ).

Mas dy? = 22 — 1, logo z9p+; = (22 — 1)z; = —z; (mod x,).
De forma analoga prova-se que Za,—; = —z; (mod z,). m
Lema 3.21 4,45 = 2; (mod zy,).
Demonstracao.
Pelo Lema 3.20, Z4n+j = —Tontj = ¢; (mod z,). m

Lema 3.22 Seja
zi=x; (modz,), i<j<2n,n>0.

Entaoi=j, exceto sea=2,n=1,1=0ej=2.
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Demonstracao.

. . ., . Tn —1 ~ .
Primeiro suponha que x, é impar e seja ¢ = —5 Entao os niimeros

_Q7_q+17_q+2)"'5_170)1)°"aq_17q

formam um sistema completo de restos médulo x,,.

T T .
Pelo Lema 3.19, 1 =29 < 21 < ... < Zp_1. Usando o Lema 3.6, z,,_1 < == < 7”, assim z,—1 < q.
a

Também pelo Lema 3.20 os nimeros xn41,Tn42, - .-, Ton—1, T2y Sa0 congruentes médulo ., a res-
pectivamente:
—Tp—1, —Tp—2, ..., —L1, —To = —1.
Deste modo os nimeros xg,x1,..., T2, sa0 mutuamente incongruentes médulo z,. O que prova o
resultado.

. , . Tn p
A seguir suponha que z,, é par e seja ¢ = O Neste caso, os nimeros

—q+1,—q+2,...,—-1,0,1,...,g—1,q

formam um sistema completo de restos médulo z,(pois —¢ = ¢ (mod z,,)). Como acima x,_1 < q.
Assim, o resultado segue como acima, exceto se x,_1 = ¢ = 7”, de modo que pelo Lema 3.13,

Tpt1 = —q (mod x,) ese i =n—1e j = n-+ 1 nosso resultado seria falso. Mas do Lema 3.6,
Ty = aZp—1 + dyp—1, € desse modo z, = 2z, implica a = 2 e y,—1 = 0, isto é, n = 1. Assim, o
resultado pode falhar somente quando a =2, n=1, i=0ej=2. m

Lema 3.23 Seja zj; = x; (mod z,), n >0, 0<i<n, 0<j<4n, entdo j =1i ou j =4n —1i.

Demonstracao.

Primeiro suponha que j < 2n. Entao pelo Lema 3.22, j = 1, exceto se o caso excepcional ocorrer.
Se i > 0, entao isto s6 pode acontecer se j = 0. Mas entao i = 2 > 1 = n, uma contradicao.

Por outro lado, seja j > 2n e considerando j' = 4n — j, temos 0 < 5 < 2n. Do Lema 3.21,

rjp=x;=2; (mod xy,).

Novamente j' = i, exceto se o caso excepcional do Lema 3.22 ocorrer, mas isto esta fora de questao
pois, 7,5/ >0 m

Lema 3.24 Seja 0 <i<n exz; =z; (mod z,) entdo j = £i (mod 4n).

Demonstracao.
Escrevendo j = 4ng + j', 0 < j’ < 4n. Entao pelo Lema 3.21, z; = z; = x5 (mod z,).
E pelo Lema 3.23, i = j' ou i = 4n — j'.

Se i = 4n — j', como j = 4nq + j' segue que:

i+j=4n(¢+1)=0 (mod 4n), entdao j = —i (mod 4n).

Se i = j/, como j = 4nq + j' segue que:

j—i=4ng=0 (mod 4n), entdo j =4 (mod 4n).

Lema 3.25 Se a > y*, entdo 2ay — y> — 1 > y*.
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Demonstracao.
Defina g¢(y) = 2ay — y? — 1. Entdo g(1) = 2a — 2 > a , pois a > 2.
Para 1 <y <a, ¢(y) =2a — 2y > 0, ou seja, a fungdo g(y) é crescente para 1 < y < a.
Logo, g(y) > a para 1 <y < a. Entdo para a > y* >y, segue que:

2ay—y2—12a>yk.

|
Estes lemas serao necessarios para provarmos os dois resultados seguintes.
Considere o seguinte sistema de equagoes Diofantinas.

1
(11
(111

(a‘ - 1) 17
(CL - 1) 1>
57 ( 1) =1,

(IV) v =ry?,

(VI) s =x + cu,
(VII) t =k +4(d - 1)y,

) @
) w
)
)
(V) b=1+4py = a+ qu,
)
)
(VIII)

y=k+e—1
Vale o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Dados a,x,k, a > 1, o sistema de (I)-(VIII) tem solu¢do nos argumentos restantes
y,u,v,8,t,b,1,p,q,c,d, e se, e somente se, x = xi(a).

Demonstracgao.

Primeiramente consideremos dadas as solugdes de (I)-(VIII).

De (V), b > a > 1. Pelo Lema 3.4 concluimos apartir de (I), (II) e (III) que existem 4, j,n > 0 tais
que:

L= xi(a)7 Yy = yi(a)v U= mn(a), v = yn(a)v s = xj(b)7 t= y](b)
e (IV), y <wv eentao i <n. As equagoes (V) e (VI) produzem as seguintes congruéncias:
b=a (modz,(a)) e xzi(a)=z;(b) (mod z,(a))

e do Lema 3.15, também temos: z;(b) = x;j(a) (mod z,(a)).
Desse modo, z;(a) = z;(a) (mod zn(a)).
A partir desta congruéncia o Lema 3.24 fornece que:

(1) 7 ==+i (mod 4n).
Da equacio (IV) deduz-se que (y;(a))? | yn(a) e do Lema 3.12 y;(a) | n, daf (1) implica:
(2) j =i (mod 4yi(a).
Da equagao (V), b=1 (mod 4y;(a)), e do Lema 3.14 segue que:
(3) w;(b) = (mod dyi(a).
Da equacao (VII):
(4) 5;(6) = k (mod 4y;(a)).
Combinando (2), (3) e (4) obtemos:
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(5) k= +i (mod 4y;(a)).

A equagao (VIII) produz k < y;(a) e do Lema 3.18 i < y;(a), ou seja, 2y;(a) < k £+ i < 2y;(a), mas
4y;(a) | k £ 14, entao k=i.
Assim,
r =2zi(a) = zK(a).

Reciprocamente, seja © = zi(a). Assim, y = yi(a) satistaz (I). Considere m = 2kyi(a) e seja
u=1xp(a) ev=1yny(a). Entao (II) é satisfeita.

Pelo Lema 3.11, 2 | yky,, mas kyg | m, pelo Lema 3.9, yxy, | Ym. Portanto y2 | ym, isto é, v2 | v.
Com isto podemos escolher r satisfazendo (IV).

Além disso, como m é par, pelo Lema 3.16, v é par e como u e v satisfazem (II) segue que u é
impar. Pelo Lema 3.7, (u,v) = 1. Portanto, (u,v4y) = 1, de fato, seja p um nimero primo que divide
u e 4y, entao p | y pois u é impar, e como k | m pelo Lema 3.9, yi | ym, isto é, y | v, logo p | v e como
(u,v) = 1 segue que p | 1, uma contradigao.

Pelo Teorema do Resto Chinés podemos encontrar by tal que :

bo

1 (mod4y) e
b() a

(mod u),

Como 4jyu = 0 (mod 4y) e 4jyu = 0 (mod u), by + 4jyu também satistaz as congruéncias, e
podemos encontrar b, p, q satisfazendo a equagao (V).

A equacao (III) é satisfeita, definindo, s = xx(b) e t = yx(k). Assim, b > a, s = zx(b) > zi(a) = .

Pelo Lema 3.15 e utilizando (V), s =z (mod u). Assim, ¢ pode ser escolhido de forma a satisfazer
(VI). Pelo Lema 3.18, yr > k , ou seja, t > k e pelo Lema 3.14, y, =t = k (mod b — 1) e assim,
usando (V), t =k (mod 4y).

Podemos entao escolher d satisfazendo a equagao (VII).

Pelo Lema 3.18 novamente, y > k, entao (VIII) pode ser satisfeito tomandoe =y —k+ 1. m

O Teorema 3.1 implica que o conjunto

M = {(a, 2 K) | = 2x(a))
é Diofantino, basta utilizar o Lema 2.1 para reduzir o sistema de equagoes Diofantinas (I)-(VIII).
Coroldrio 3.1 A funcdo g(z, k) = xi(z + 1) € Diofantina.

Incluindo ao sistema (I)-(VIII) a equagdo a = z + 1 (*)

Pelo teorema anterior, o sistema (*), (I)-(VIII) tem solugao se, e somente se, x = zx(a) = g(z, k).

Desse modo, pode-se mostrar que g é Diofantina utilizando a maneira usual de somar os quadrados
dos nove polinémios.

Agora inclua ao sistema (I)-(VIII) as seguintes equagoes:

(z —y(a—n)—m)* = (f = 1)*(2an — n* — 1)*,

Com isto podemos provar o seguinte teorema.

Lema 3.26 m = n*

tantes.

se, e somente se, as equagoes (I)-(XII) tem uma solu¢iao nos argumentos res-

Demonstracao.
Suponha que (I)-(XII) é satisfeito. De, (XI), w > 1. Assim (w—1)z > 0 e por (XII) a > 1. Assim,
aplicando o Teorema 3.1 segue que:
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r=1z1(a) e y = yi(a).

Por (IX),

zr —yp(a—n) =m (mod 2an —n? —1)

e pelo Lema 3.17,

zp —yr(a —n) =n*  (mod 2an — n? —1).

Destas duas congruéncias conclufimos que m = n* (mod 2an — n? — 1)

A equagao (XI) implica que k,n < w.

De (XII) e do Lema 3.4, para algum j, a = zj(w) e (w — 1)z = y;(w). Do Lema 3.14, y;(w) = j
(mod w — 1) e como y;(w) =0 (mod w — 1) concluimos que

j=0 (modw-—1)

edaf j >w—1, poisw —1|j. Do Lema 3.19, a > w! > w®~! > n*~! > nk.

Agora de (X), m < 2an —n? — 1, e do Lema 3.25, n¥ < 2an — n? — 1.

k

Como m e n¥ sdo congruentes e ambos sdo menores do que 2an — n? — 1, eles devem ser iguais.

Reciprocamente, suponha que m = n*
Escolha algum w tal que w > k.
Seja a = xy—1(w) tal que a > 1. Do Lema 3.14,

Yw—1(w) =w —1 (mod w—1) e como w —1 =0 (mod w — 1) segue que:

. Devemos encontrar solucgoes para o sistema (I)-(XII).

Yw—1(w) =w—1=0 (mod w — 1).
Assim, podemos escrever y,,—1(w) = z(w — 1), e desse modo (XII) é satisfeita tomando,

Tw—-1 =0
e
Yuw—1 = z(w — 1)

A equagao (XI) pode ser satisfeita definindo h =w —nel=w —k.
Como anteriormente, a > n* e novamente pelo Lema 3.25,
m=n*<2an—n?—-1.

Entao a equacao (X) pode ser satisfeita. Definindo z = zi(a) e y = yx(a), o Lema 3.17 nos permite
definir f tal que:

z—yla—n)—m==+(f —1)(2an —n?® — 1)

de forma que (IX) é satisfeita. Finalmente, o sistema (I)-(VIII) pode ser satisfeito pelo Teorema 3.1.
]
O Lema 3.26 implica que o conjunto

N = {{(m,n, k) | m = n*}
é Diofantino, basta utilizar o Lema 2.1 para reduzir o sistema de equagoes Diofantinas (I)-(XII). E esta

conclusao implica diretamente no resultado mais importante desta secdo que enunciamos no teorema
abaixo.

Teorema 3.2 A fungdo exponencial h(n, k) = n* ¢é Diofantina.
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3.2 A Linguagem dos Predicados Diofantinos

Agora que provamos que a funcao exponencial é Diofantina, podemos mostrar que muitas outras
fungbes e conjuntos também sao.

Como por exemplo, seja h(u,v,w) = u®".
Mostremos que h é Diofantina.
Temos que:

y=u" o 32)(y=u* A z=0"),
onde “A” é o simbolo légico para “e”. Usando o Teorema 3.2, existe um polinémio P tal que:
y=vu" < (3r,...,r) [Ply,u,z,71,...,m0) = 0],
z=0v" & (I s1,...,5) [Plz,v,w,s1,...,5,) =0].
Entao,
y=u"" < (37,515 50) [Py, u, 2,71, rn) + P2 (2,0, w, 81, ..., 8,) = 0].

Este procedimento é perfeitamente generalizavel.

Expressoes que ja sao conhecidas por gerar conjuntos Diofantinos podem ser combinadas livremente
utilizando os operadores légicos “ A” e “J”, a expressao resultante serd novamente um conjunto
Diofantino. Estas expressoes sao chamadas de predicados Diofantinos.

Nesta linguagem é permitido o uso dos simbolos légicos “V 7 para “ou”, assim

(Fry,...,m) [Plz()] V(3 81,...,8m) [PQIO]<:>(E|T'1,...,7"n,81,...78m) [Pl'PQ_ ]

Trés importantes fungoes Diofantinas sdo dadas por:

Teorema 3.3 As sequintes fungoes sao Diofantinas:

(1)

(2)

3)

h(a,b,y) = klill(a +bk)

Na prova deste teorema a notagao [a, onde o é um numero real, serd usada para denotar o inico
inteiro tal que:

o] <a<[a]+1.

Lema 3.27 Para 0 <k <n, u> 2" temos que

= (1)

Demonstracao.

entao



onde

Assim,

0 que prova o resultado. m

Lema 3.28 Para 0 < k <n, u> 2" temos que

(£37]=) o

Demonstracao.
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No Lema 3.27 todos os termos da soma para os quais ¢ > k sao divisiveis por u, logo congruentes

a zero (mod u).
[

Lema 3.29 f(n,k) = (Z) ¢ Diofantina.

Demonstracgao.
Como

n " /n
< =2"
() =2 (3) =<

n
o Lema 3.28 determina que ( k) ¢é 0 Unico inteiro positivo congruente a [

que u.
Desse modo,

z:(n)@(ﬂu,v,w) (0=2" A u>v A w:[w

k U

]/\zzw (mod u) A z<wu).

] (mod u) e menor

n 4 ) : 4 : 5 : WAP 4
Para ver que ) é Diofantina, é suficiente notar que cada expressao acima separada por “A” é

um predicado Diofantino, v = 2™ é claramente Diofantino pelo Teorema 3.2.
A inequacao u > v é claramente Diofantina pois u > v < (3 z) (u = v + x). Também,

z=w (modu)A z<u<s Tzy) (wW=z+(x—Du A u==z+y).

Finalmente,

]@(Elx,y,t)(t—u—i—l AN x=t" AN y=uF A w< E<w+1),
Y
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w < E<w—|—1<:>wy§ac<(w—i—l)y.

|
Lema 3.30 Se r > (22)"!, entdo x! = {Tm/(rﬂ .
x

Demonstracao.

Seja r > (2z)*T1.
Entao,
ey | _ e xl(r —x)! -y xl(r —x)! _ r.x! _
x 7! r-(r=1)---(r—x4+1)r—-2) r-(r—1)--(r—z+1)
= z! ! <zl !
(1—1y...(1— &by (1-2)°
Agora,
1 T T T T T
=14 - — =14+ —{14+ - —
T +r+()+ +r{+r+(r)+ }
,
Mas,
1 1
27)7H = = =
r> (2x) r<2~(2x)x<2
Entao 1 5
x
= <1+ {1+§+(§)2+ b=142=
o
e7
2 - 2 2
(1+ =) = <:U.>($)J<1+xz<x> <1429
- J r -
7=0 7j=1
Assim,
T 9 2z+1 2z+1 z+1
r <ac!—|——x-x! 2% =zl + <zl + v )
r r r r
(5
pois z - ! < 2T,
Mas,
1 a+1
QL1 L _ (2ﬁ)x+1 < 1.
r r
Portanto,
[rx/<r>} <z!+1
x
Como
r® 1 r.x! |
>1,t > g,
r(r—1)..(r—z+1) — Cremos r(r—1)---(r—x+1) — v
segue que,
T

r

z! < <z!+1.
T
(+)
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O que conclui a prova do lema. =
Lema 3.31 n! € uma funcdo Diofantina.

Demonstracgao.
r
m=nls 3rstuv){s=2n+1 At=n+1A r=s A u=r" A vz()/\

muv<u<(m+1v}. m

Lema 3.32 Seja bg =a (mod m). Entao,

11 (a + bk) = b.y! (q ‘y“ y> (mod m)

k=1

Demonstracao.

by‘y,<q+y> _Weyt-(g+y)! V(g ty)! 0 -(gty) - (aty—1)--(g+1)-¢"
' y!-q! q! q!

=b0"-(g+y)-(g+y—1)-(¢g+1)=(bg+yb) (bg+ (y —1)b)---(bg +b),

e como bg = a (mod m), segue que:

(bg+yb) - (bg+ (y—1)b)---(bg+b)=(a+yb)- (a+ (y—1)b)---(a+b) (mod m).

E isto prova o resultado. m

y
Lema 3.33 h(a,b,y) = [] (a+ bk) é uma fun¢ao Diofantina.
k=1

Demonstracgao.
y
No Lema 3.32, escolha m = b(a + by)Y + 1. Entao (m,b) =1 e m > [] (a + bk). Logo, existe um
k=1

y
valor de ¢ para o qual a congruéncia bg = a (mod m) tem solugdo. Dai, [] (a + bk) é o tinico nitimero
k=1

menor que m que é congruente moédulo m a b¥y! (q Z y), isto é,
Y
Z:H(a—i-bk) < (Im,p,q,1, s, t,u,v,w,T)
k=1
{r:a+by AN s=rY A m=bs+1
AN bg=a+mt N u=bY AN v=yl AN z<M

N w=q+y AN xz(?j) A z+mp:uv:c}

- ~ . ~ . w ,
Utilizando as expressoes anteriores para a fungao exponencial, para v = y! e para x = < nos
Y

obtemos o resultado. =
A afirmacgao do Teorema 3.3 estd provada pelos Lemas 3.29, 3.31 e 3.33.
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3.3 Quantificadores Limitantes

A linguagem de predicado Diofantinos usa A,V e 3. Outros operadores 1égicos usados sao:

~  para “nao”
(Vz) para “para todo z”

—  para “se..., entao...”

Porém, o uso de qualquer uma dessas expressoes pode levar a expressoes que definem conjuntos que
nao sao Diofantinos.
Mais duas classes de quantificadores merecem destaque, sao elas:

Quantificadores limitantes existenciais:
“Fy)< z...” quesignifica “(Fy) (y<z A...)"
Quantificadores limitantes universais:

“Vy)< z...7 que significa “(Vy) (y >z V...)”

Estas operacoes podem ser utilizadas juntamente com a linguagem de predicados Diofantinos, isto
é, os conjuntos definidos pelas expressoes desta linguagem extendida ainda sao Diofantinos.

Teorema 3.4 Se P ¢ um polinémio, os conjuntos
R={{y,z1,...,2n) | 3 2)<y Fu1,-..,ym)[P(y, 2,21, ., Tn, Y1, .., Ym) = 0]
e

S: {<y7x17"'7wn> | (VZ)S Yy (El yla"-7ym)[P(yazax17'-'7wn7y17"'7ym) :O]

sao Diofantinos.
Que R é Diofantino é trivial. A saber,
<ya$1a---7$n> €ER< (3 Zvyl"'wym)(z < y A P = 0)

Para provar a outra metade do teorema precisamos dos dois lemas seguintes.

Lema 3.34
( Vk)ﬁ Y (El Yty .- 7ym) [P(y,k’,l‘l,. sy Ty Y1y - ee 7ym) = 0]
=
(El U)( Vk)g y(El Y, ... 7ym)§ u [P(yakaxla'--vl'naylw"7ym) = 0]
Demonstracao.
Comecemos supondo que o lado esquerdo é verdadeiro para y, z1, ..., x, dados.
Entao para cada k = 1,2, ...,y existem nimeros definidos por ygk), . ,yfvf) para os quais

P(y, k, 1, ... ,mn,yl(k),...,ygf)) =0.

Tomando u como sendo o maximo destes niimeros, isto é,

u = max {yj(k) li=1,2,.... mk=1,2...,y}.

Segue que o lado direito da equivaléncia é igualmente verdadeiro.

A reciproca é trivial. m
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Lema 3.35 Seja Q(y,u,z1,...,x,) um polinémio com as propriedades:
(1) Q(y,u,xl, s 7':Un) > u,

(2) Q(yauaxlv s 7$n) >y,

(8) k<y ey, ...,ym <uimplica |P(y,k,z1,...,Zn, Y1, - ym)| < Qy,u,x1,...,2,).

Entao,
( \V/k’)g Y (El yla--'7ym) [P(yvk:vxl""7xnayla"'aym) = 0]
-
y
Fetar,...,am)[l+ct= ] (1 +Ekt)
k=1
y
ANt=Q(y,u,x1,...,2n)! N 14+ct | [[(a1—17)
k=1
y
ANoooN T+cet | ] (am—17)
k=1
A Ply,c,x1,...,Tp,01,...,0p) =0 (mod 1+ ct).
Demonstragao.
Mostremos primeiro a volta. Para cada k =1,2,3,...,y, seja pr um fator primo de 1+ kt.

Seja yzgk) o resto da divisdo de a; por pp (k=1,2,...,y;i=1,2,...,m).
Disto segue que para cada k,i :

@) 1<y <,

k k
(b) P(yakawlw"axnvyg )7>y§n)) =0
u
Para demonstrar (a), note que py | 1+ kt, 1+ kt|1+ct e 1+ct | [[(a;i—7), istoé,
j=1

u
pr | TI (a; — 7). Assim, py é primo, py | a; — j para algum j = 1,2,..., u. Isto é:
j=1

j=a; = ygk) (mod p).

Uma vez que t = Q(y,u,x1,...,2y)!, (2) implica que todo divisor de 1+ kt deve ser maior que
Qly,u,z1,...,Ty).

Assim pr > Q(y, u, x1,...,2,) e de (1), pxr > u. Portanto, j < u < py.

Uma vez que yz(k) é o resto da divisao de a; por pi, também yl(k) < Pk.

Assim, ylgk) =3j.

Para demonstrar (b), primeiro note que 1 +c¢t =1+ kt =0 (mod py).

Portanto,

k+kct=c+kct=0 (mod pg),
isto é,

k=c (mod pg).

(k)

Nés ja tinhamos obtido y;"" = a; (mod py).

Desse modo,

P(y,k,xl,...,xn,ygk),...,yr(f,f)) =P(y,c,x1,. .., XTn,a1,-..,4p) =0 (mod pg).
Finalmente,
k
P(yakvxlv"'7$n7y§ )avyr(/;)) < Q(yvuaxlv"'axn) < Pk

Isto prova (b) e completa a primeira parte da demonstragao.
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(k) (k)

Reciprocamente, suponha que, P(y,k,21,...,2Zn,4; ».--,Ym ) = 0, para cada k = 1,2,...,y,
onde cada yj(k) < u.

y
Nés fixamos t = Q(y, u, x1,...,2T,)!, e uma vez que [[ (14 kt) =1 (mod t), existe ¢ tal que:

k=1

y
1+ct= [](1+kt).
k=1

Agora, é exigido que para 1 <k <l<y, (1+kt,14+1t)=1.

Sep|1l+ktep|1l+It, entdao p|l—k, assim, p < y. Uma vez que Q(y,u,x1,...,Ty) > ¥y isto
implica que p | t que é impossivel.

Desse modo os nimeros 1+ kt sdao primos entre si e o Teorema Chinés do Resto pode ser aplicado
para produzir, para cada 7, 1 < i < m, um nimero a; tal que:

a; Eygk) (mod 1+ kt), k=1,2,...,y

Como acima, k = ¢ (mod 1+ ct). Assim, para cada k nds temos

P(y,c, @1y, Ty @1y -y Q) EP(y,k,$1,...,xn,y§k),...,y$)) (mod 1 + kt)

Uma vez que os numeros 1+ kt sdo primos entre si e cada um divide P(y, ¢, z1,...,Zp, a1, ..., 0p),
fazendo seu produto, obtemos:

P(y,c,x1,...,Zp,a1,...,4m,) =0 (mod 1+ ct).

Finalmente,
a; = yl(k) (mod 1 + kt),
isto é,
u
1+kt|ai—y§k) e como 1 Sygk) <wu, 1+kt| ] (a; —j).

J=1
u
E novamente, como os nimeros 1+ kt sao relativamente primos entre si, 1 +ct | [[ (a; — j). m

=1
Demonstragao do Teorema 3.4. !
Agora é facil completar a prova do Teorema 3.4 usando os Lema 3.34 e 3.35.
Primeiro encontre um polinémio @) satisfazendo (1), (2), (3) no Lema 3.35
Isto ¢ facil de fazer. Escreva:

N
Py, k,x1,...,Tn,Y1,---,Ym) = »_tr , onde cada t, tem a seguinte forma:
r=1
tr = ey kPl al el Tys? o yim

para cada c¢, positivo ou negativo.

N
Seja u, = |,y ad? . afrusitezte om0 Q(y,u,my, .. 1) = Uy + DUy

r=1
Entao (1), (2) e (3) do Lema 3.35 ¢é trivialmente satisfeito. Desse modo,

(VE)<y Fyi,y2,-- um) [Py, k21, Zn, Y1y -, Ym) = 0

é equivalente a
y
Fu,etyar, ... am) [1 +ct= ]+ kt)
j=1
u

ANt=Qy,u,x1,....,xn)! N 1+ct| [](a1—7)
7=1

u
A oo Nl+ct| I (am—17)
j=1
APy, c,x1,...,Zp,a1,...,am) =0 (modl—i—ct)}7
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que por sua vez, é equivalente a

Fu,etyar, ...,am,e, f,91,- -, gms ha, oo by, 1)

[e=1+ct ANe=T1O+E) A f=Quz,. .. o)

ANt=fl A glzalkilu—l ANg=a—-—u—1AN...N gn=0a,—u—1
A= T1o+k) A ho= T] (g2 + )

k=1 k=1
u

AN oo hym=Tl(gm+k) A e|h1 A e|ha A ...\ €| hp
k=1

ANl =Ply,c,x1,...,Tp,a1,...,0n) A e|l}.

E este ultimo predicado é Diofantino pelo Teorema 3.3. m

3.4 Funcoes Recursivas

Utilizando a versao extendida da linguagem de Predicados Diofantinos, os quantificadores limitantes
e o Teorema da Sequéncia de Nimeros, podemos mostrar que varios conjuntos sao Diofantinos.
Veja alguns exemplos:

(i) O conjunto dos nimeros primos:
rePsr>1 N Vy,2)<z[yz<z Vyz>z Vy=1 Vz=1].
Outra definigdo Diofantina dos ntimeros primos é:
rePesr>1A(z-Da2)=1ez>1A Gy, z,u,0)[y=2—1 A z=y' A (uz—vz)*—1].

Pelo Teorema 2.3, existe um polinomio P tal que: Um inteiro positivo é primo se, e somente se,
é um elemento da imagem da funcao definida por P.

Em 1971, Yuri Matiyasevich mostrou que com 24 variaveis, o grau do polinémio seria 37, mas tal
polinémio nao foi dado explicitamente.

Somente em 1976 um polinémio foi determinado explicitamente por Jones, Sato, Wada e Wins,
tem grau 25 e 26 varidveis, e pode ser encontrado em [21].

Evidente somos tentados a diminuir o niimero de variaveis, a reduzir o grau do polinémio, ou fazer
ambas as coisas. Mas ha um preco a pagar. Se o niimero de variaveis é reduzido, o grau do polinémio
aumente, ou vice-versa. No mesmo ano, Jones, Sato, Wada e Wins determinaram o recorde, que foi
um polindémio de grau 5 e de 42 varidaveis. Nao se sabe qual seria o nimero minimo de varidveis, mas
sabe-se que nao pode ser 1 ou 2. Entretanto, Jones mostrou que existe um polinémio representando
os numeros primos tendo grau inferior ou igual a 5. Mais informagoes sobre tais polindmios podem
ser obtidas em [22].

(i) A funcao g(y) = If[l(l + k?).

Aqui nés usamos o Teorema da Sequéncia de Ntimeros para codificar a sequéncia g(1), g(2),...,9(y)
por um tnico nimero u, isto é,

Desse modo,
z=g(y) & Fu) {S1,u) =2 A (Vk)< 4 [k =1V(S(k,u) = (1+k?)-S(k—1,u))] A 2 = S(y,u)}

)
S (Fu){S(Lu)=2AN (VE)<y[k=1V(3I=a,bc)(a=k—-1ANb=S(a,u) A c=S(k,u) A
c=(1+E)b)] A 2= Sy u)}
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A forca destes métodos pode ser testada ao considerar a classe de todas as fungoes computéveis
ou recursivas.

Estas sao as fungoes que podem ser computadas por um programa finito ou maquina que tenha
uma grande quantidade de tempo e memoria disponivel.

Existem vérias definigoes rigorosas destas classes. Uma das mais simples é a seguinte:

As funcoes recursivas sdo aquelas que podem ser obtidas a partir das funcdes iniciais:

clx)=1; S)=z+1; U'(xi,...,zn) =z 1<i<n; S(i,u).

Aplicando iterativamente as trés operagoes: composicao, recursao primitiva e minimizacao defini-
das abaixo:

Composicgao define a funcao:

h(z1, ... xn) = flgi(x1, . 20)y ooy gm(T1, .oy 20)),

a partir das fungoes g1,...,9m e f(t1,...,tn) dadas.
Recursao primitiva define a funcao h(zxy,...,x,, 2) que satisfaz as equagoes:

hz1,...,xn,1) = f(z1,...,2,),
h(z1,...,xn,t+1)=g(t,h(x1,. .., 25, t),T1,..., %),

a partir das fungoes f, g dadas. Quando n = 0, f torna-se uma constante e h é obtida diretamente de
g.

Minimizacgao define a funcao:
h(z1,...,x,) = rrzin [ f(x1, . zn,y) = g(x1, ... 20, y)],

a partir das funcgoes f,g dadas e assumindo que f, g sao tais que para cada xi,...,T, existe pelo
menos um y satisfazendo a equagao

f(xla"'vxfuy) :g(xla"'vxnay)v

ou seja, h estd definida para toda n-upla (z1,...,x,).
Abaixo temos uma lista de algumas funcoes recursivas.

(1) x4y é recursiva.

Considere g(u,v,w) = S(Us(u,v,w)) e f(x) = S(z) =z + 1.
Entao pela recursao primitiva h(z,t) = x + t.

(2) x.y é recursiva.

Considere h(z,y) =z +y e g(t,v,z) =Us(t,v,x) + U3(t,v,z) e f(z) = Ul(x) = x -1,
nés obtemos h(z,t) = x - t.

(3) Para cada k fixado, a funcao constante cx(x) = k é recursiva.
Isto é evidente uma vez que ¢1(z) ¢ uma das fungoes iniciais e cg11(x) = cx(z) + c(z).
(4) Alguns polinémios P(z1,...,x,) com coeficientes inteiros positivos sao recursivos.

Uma vez que algumas desta funcoes podem ser expressadas por uma iteragao finita de adicao e muti-
plicagao de varidveis e ¢(x).
Por exemplo:

202y + 3228 + 5 =co(x) x-x-y +ez(x) x-z-2-2 + cs(2).

Assim, (1), (2), (3) e composicoes dao o resultado.
Agora enunciaremos um dos resultados centrais deste trabalho:
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Teorema 3.5 Uma funcdo é Diofantina se, e somente se, é recursiva.

Demonstracgao.
Inicialmente, suponha que f é Diofantina e escreva:

y=f(z1,...,2n) < Fti,....tm) [ P(x1,. ., Tn Yy b1, ooy tm) = Q(T1, oo, Ty Yy t1y - o b)),

onde P e () sdo polinébmios com coeficientes inteiros e positivos. Entao pelo Teorema da Sequéncia de
Ntmeros:

f(z1,...,2n) = S(l,m&n[P(a:l,...,xn,S(l,u),S(Q,u),...,S(m+1,u))
= Q(z1,...,xn,S(1,u),S(2,u),...,S(m+ 1,u))]).

Uma vez que P, Q e S(i,u) sdo recursivas e utilizando a minimizagao e composigao, concluimos que f
é recursiva.

Para provar a reciproca, basta mostrar que as fungoes Diofantinas sao fechadas para as operagoes
de composigao, recursdo primitiva e minimizagao, ja que no Teorema 2.2 mostramos que S(i,u) é
Diofantina e as outras fungoes iniciais sao trivialmente Diofantinas.

Faremos isto a seguir:

Composigao:

Se h(z1,...,xn) = f(g1(x1,. .., Zn), -y gm(x1,...,20)), onde f,g1,...,gm sdo Diofantinas entao
h também é uma vez que

(3 tl,...,tm) [tl :gl(l‘l,...,$n

Recursao primitiva:

Se

h(z1,...,xn,1) = f(z1,...,2,)
h(z1,...,xn,t+1) = g(t,h(z1,..., 25, t),21,...,2y),

e f,g sao Diofantinas, entao usando o Teorema da Sequéncia de Niumeros para codificar os nimeros
h(z1,... xn, 1), h(z1,. .., 20, 2), ... h(x1, ... 20, 2)

y=h(z1,...,2n,2) &
(3 u)

e assim, utilizando o Teorema 3.4, h é Diofantina.
Minimizacao:
Se

h(xz1, ..., xn) = myin [ flx1, .. 20, y) =g(x1 .. 20, Y)],

onde f, g sao Diofantinas, entao h também é, uma vez que:

y=h(x,...,2n) & (3 2) [z2=flx1,...,2n,y) N z2=g(x1,...,Zn,y)] A

Vt)<y[t=y) VAu,v) (u=f(x1,...,2n,t) N\v=g(x1,...,2n,t) A (u<v Vv <u).
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3.5 O Conjunto Diofantino Universal

Nesta se¢ao daremos uma enumeracao explicita de todos os conjuntos Diofantinos de inteiros positivos.

Qualquer polinémio a coeficientes inteiros e positivos pode ser construido a partir do nimero 1 e
de um alfabeto fixado xg, x1, x2, ... de varidveis, utilizando adigoes e multiplicagoes sucessivas.

As funcoes abaixo geram todos os polinémios com coeficientes inteiros e positivos, estas dependem
das fungoes de emparelhamento descritas no Teorema 2.1.

P =1,
P31 =241,
Psi = Ppy + Pre),
Psiv1 = Prg) - Prey-
Escrevendo P, = Pj(xg,x1,...,2,), onde n é grande o suficiente para que todas as varidveis que
ocorram em P; esteja incluidas (E claro que P; geralmente nao depende de todas estas varidveis).
Finalmente, seja

Dn = {.%'0 ‘ (3 Tlye-- ,an) [ PL(n)(xO-;xl,- . .,xn) = PR(n)(:L'O,.%'l,. . .,xn)]}.

Aqui, Pr,) € Pp(,) nao envolvem todas as varidveis o, 1, . . ., Zn, mas claramente nao pode envolver
qualquer outra (Lembre-se que L(n), R(n) < n).

Pela forma como a sequéncia P; foi construida, vé-se que a sequéncia de conjuntos D1, Do, D3, . ..
inclui todos os conjuntos Diofantinos. Além disso,

Teorema 3.6 (Teorema da Universalidade)
O conjunto {(n,x) |z € D,} € Diofantino.

Demonstracao.
Mais uma vez utilizando o Teorema da Sequéncia de Ntumeros afirmamos que:

x € D,

é equivalente a

Fu) {SQu)=1A S@u) =z A (Vi)<n [S(3i,u) = SL(i),u) + S(R(), )]

AN (Vi)<pn [SBi+1,u) = S(L(),u) - S(R(i),u)] A S(L(n),u)=S(R(n),u)}.

E claro que o predicado no lado direito desta equivaléncia é Diofantino, por isso é necessario apenas
verificar a afirmacgao:
Seja x € D, para x e n dados. Entao existem ntumeros t1,...,t, tais que:
PL(n)($7t17 s 7tn) = PR(n)(mvtla s ,tn)

Escolha u, pelo Teorema da Sequéncia de Nimeros, de modo que:

S(j,u) = Pj (x,t1,...,ty), j=1,2,...,3n+2. (3.1)
Entao em particular S(2,u) =x e S(3i—1,u) =t;—1; i = 2,3,...,n+ 1. Desse modo o lado direito
da equivaléncia é verdadeiro.
Reciprocamente, seja o lado direito verdadeiro para x e n dados.
Seja t; = S(5,u),ta = S(8,u),...,t, = S(Bn+2,u).
Entao, (3.1) deve ser verdadeiro. Uma vez que, S(L(n),u) = S(R(n),u), devemos ter:

PL(n) (l‘,tl, e ,tn) = PR(n) (l‘,tl, e ,tn),

talquex € D,,. =
Uma vez que D1, Ds, D3, ... dao uma enumeragao de todos os conjuntos Diofantinos, é facil cons-
truir um conjunto diferente de todos eles e portanto nao Diofantino. Basta definir:

V={n| né¢D,}.



Teorema 3.7 V ndo é Diofantino.

Demonstracao.
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Esta é uma simples aplicacao do método de diagonalizacao de Cantor. Se V fosse Diofantino,

entao para algum ¢ fixado, V = D;. Logo,
1€eVesieb, e eV &idéd D,

uma contradicao. m

Teorema 3.8 A func¢do g(n,z) definida por:

gn,x)=1, se x¢ D,
g(n,x) =2, se x €D,

nao € recursiva.

Demonstracao.
Se g fosse recursiva, entao seria Diofantina. Afirmamos:

y=gn,z) < 3y,....,ym) [P(n,z, 9,91, .,ym) = 0].
Mas disto segue que:

V.= {z | zeD;p={z | g(z,2)=1}
= {z | Gy, - ym) [Plx,z,1,y1,...,Ym) = 0]},

o que contradiz o Teorema 3.7. m
Teorema 3.9 O Décimo problema de Hilbert ¢ insoluvel.

Demonstracao.
Usando o Teorema da Universalidade, sabemos que:

O conjunto {(n,z) |z € D,} é Diofantino.

Logo, existe uma equagao diofantina P, de parametros x,n e variaveis zi, ..., zx tal que:

r€D, < (I21,...,2k) [P(n,x,21,...,2K) =0].

Suponha que exista um algoritmo para testar se uma equacao Diofantina possui solugoes inteiras
positivas, isto é, o algoritmo procurado pelo Décimo Problema de Hilbert. Entao para x e n dados,

este algoritmo poderia ser usado para testar se a equacao

P(n,xz,z1,...,2,) =0

tem solugao, isto é, se x € D,, ou ndo. Desse modo o algoritmo calcula a funcao g(n,z). Uma vez que
as fungbes recursivas sdo apenas aquelas para as quais existe um algoritmo de computagao, g(n,x)
seria recursiva, mas isto contraria o Teorema 3.8. Logo o Décimo problema de Hilbert é insoltvel. m

Note que este resultado ndo dé informagoes sobre a existéncia de soluctes para qualquer equagao
Diofantina especifica, limita-se a garantir que nao existe um algoritmo unico para testar todas as

classes de equagoes Diofantinas.
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3.6 Grau e Dimensao de um Conjunto Diofantino

E natural associar a cada conjunto Diofantino uma dimensao e um grau, isto é, a dimensao de .S é o
menor n para o qual o polindomio P existe para que :

S:{'r !3(y1,...,yn) [P(l'?yla-"?yn):()]L (3'2)

e o grau de S é o menor grau dos polinomios P satisfazendo a equagao (3.2) (Permitindo que n seja
tao grande quanto se queira).
Agora é facil ver que:

Teorema 3.10 Cada conjunto Diofantino tem grau menor ou igual a quatro.

Demonstracao.
O grau de P satisfazendo (3.2) pode ser reduzido através da introducao da varidveis adicionais z;
satisfazendo as equactes da forma

%j = YiYk,
zj = yy,
Zj :.flfy,?,
Zj :.1‘2.

Por sucessivas substituicoes destas equagoes dentro de P, seu grau pode ser reduzido para 2.

Além disso, a equacao é equivalente a um sistema de equagdes simultaneas de grau 2. Somando
os quadrados obtemos uma equagao de grau 4. m

Um resultando interessante e surpreendente é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 3.11 FEuxiste um inteiro m tal que todo conjunto Diofantino tem dimensao < m.

Utilizando os argumentos vistos neste trabalho produziriamos um ndmero em torno de 50, porém,
Matiyacevic e Julia Robinson mostraram que m = 14 é suficiente.
Um exemplo interessante é dado pela sequéncia de conjuntos Diofantinos

Se={z| Guyny2,- - Y) [r=w1+1)...(yg + D]}

Para ¢ = 2, o conjunto S5 é formado pelos ntimeros naturais que podem ser escritos como produto
de dois fatores maiores que 1, ou seja, So é o conjunto de nimeros compostos. Assim, Ss, seria o
conjunto de nimeros compostos com no minimo trés fatores primos (néo necessariamente distintos).
E interessante observar que pelo Teorema 3.11, o conjunto Diofantino S, é de dimensao menor ou
igual a 14, mesmo para grandes valores de gq.

3.7 Conjuntos Recursivamente Enumeraveis

Neste capitulo enunciaremos um resultado que nos ajudard a decidir se um conjunto dado é ou nao é
Diofantino.

Definigao 3.2 Um conjunto S de n-uplas de inteiros positivos € chamado recursivamente enumerdvel,
se existem fungoes recursivas f(x,x1,...,xy) € g(x,x1,...,2y,) tais que:

S={{z1,...,zn) | G)f(z,21,...,20) =g(x,21,...,20)]}.

Teorema 3.12 Um conjunto S € Diofantino se, e somente se, € recursivamente enumerdvel.
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Demonstracao.
Se S é Diofantino, existem polinomios P, () com coeficientes inteiros e positivos tais que:

(x1,...,xy) €S
-
(El y17y27"'aym)[P(xla"-axn7 ylayQa'-'aym):Q("I}l?--'axnv y17y27"'7ym)]
-
(Fu) [ Plx1,...,zn, S(L,u),...,S(m,u)) = Q(x1,...,z,, S(L,u),...,S(m,u))],

portanto S é recursivamente enumeravel.
Reciprocamente, se S é recursivamente enumeravel, entao existem funcoes recursivas:

fr,xr,...,2n) e glz,z1,...,20),
tais que:
(1,...,2n) €8
4
F ) [fx,z1,...,2n) =g(z,21,...,20)]
4

(Fax,2) 2= flx,z1,...,20) N z=g(z,21,...,2)].

Entao pelo Teorema 3.5, .S é Diofantino. m



Referéncias Bibliograficas

[11]

[12]

[13]

Matiyasevich, Yuri, Hilbert’s Tenth Problem, The MIT Press, London, 1993.

Matiyasevich, Yuri, Enumerable sets are Diophantine(Russian), Dokl. Akad. Nauk
SSSR,191(1970) 279-282.

Matiyasevich, Yuri, Diophantine representation of enumerable predicates(Russian), Izv. Akad.
Nauk SSSR. Ser. Mat.35(1971) 3-30.

Davis, Martin, Hilbert’s Tenth Problem is Unsolvable, The American Mathematical Monthly,
80(3): 233-269, 1973.

Santos, J.P.O., Introducao a Teoria de Numeros, Colecao Matematica Universitaria, SBM., Rio
de Janeiro, 2000.

Landau, E.G.H., Teoria Elementar dos Numeros, Colecao Classicos da Matematica, Editora
Ciéncia Moderna, Rio de Janeiro, 2002.

Burton, D.M., Elemetary Number Theory, Fifth Edition, McGraw-Hill Higher Education, 2002.

Heath, T. L., Diophantos of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra, Cambridge:
Cambridge University Press, 1885, 1910.

Godel, Kurt, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme I,Monatsh. Math. und Physik, 38(1931) 173-198.

Church, Alonzo, An unsolvable problem of elementary number theory. American Journal of
Mathematics, 58:345-363.

Turing, A.M., On computable numbers, whith an application to the Entscheidungspro-
blem.Proceedings of the London Mathematical Society. Second Series, 42(1936):230-265.

Turing, A.M., On computable numbers, whith an application to the Entscheidungsproblem. A
correction Proceedings of the London Mathematical Society. Second Series, 43(1937):544-546.

Turing, A.M., Systems of logic based on ordinals. Proceedings of the London Mathematical
Society. Second Series, 45(1939):161-228.

Davis, Martin, Arithmetical problems and recursively enumerable predicates, J. Symbolic Logic,
18(1953):33-41

Davis, Martin, Computability and Unsolvability, McGraw Hill, New York, 1958.

Davis, M., Putnam, H., Reduction of Hilbert’s tenth problem, J. Symbolic Logic, 23(1958): 183-
187.

Reid, Constance, Julia: A Life in Mathematics, The Mathematical Association of America, 1997.

Robinson, Julia, Existential definability in arithmetic. Transactions of the American Mathema-
tical Society, 72(3):437-449.

43



[19]

[20]

[21]

22]

44

Robinson, Julia, Diophantine decision problems.In W.J. LeVeque, editor, Studies in Number
Theory, volume 6 of Studies in Mathematics, pages 76-116. Mathematical Association of America.

Robinson, Julia, Hilbert’s Tenth Problem. In 1969 Number Theory Institute, volume 20 of pro-
ceedings of Symposia in Pure Mathematics, pages 191-194, Providence, Rhode Island. American
Mathematical Society.

Jones, J.P., Sato, D., Wada, H. e Wiens, D., Diophantine representation of the set of prime
numbers. Amer. Math. Monthly, 83. 1976, 449-464.

Ribenboim, Paulo, Ntumeros Primos: Mistérios e Recordes. Associagao Instituto Nacional de
Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 2001.



