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PERDOMO, M. G. Equag¢ao de Daugavet para polinomios. 2018. 53 p. Dissertacao de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudaremos a Equacao de Daugavet e a Equacao Alternativa de Daugavet
para funcoes limitadas em espacos de Banach. Primeiramente apresentaremos caracte-
rizacoes destas equacgoes para funcoes limitadas e fungoes uniformemente continuas. Em
seguida estudaremos tais equagoes para polinomios e aplicagoes holomorfas em espagos de
Banach, especialmente em espacgos de fungoes continuas. Estudaremos ainda a proprie-
dade de Daugavet de ordem k e a propriedade alternativa de Daugavet de ordem k. E
finalmente exibiremos alguns resultados sobre a estabilidade da propriedade polinomial
de Daugavet e da propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Palavras-chave: espacos de Banach, equacao de Daugavet, polinomios.

Vil



PERDOMO, M. G. Daugavet equation for polynomials. 2018. 53 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we will study the Daugavet Equation and the Alternative Daugavet Equa-
tion for bounded functions on Banach spaces. Firstly we will present characterizations
of these equations for bounded functions and uniformly continuous functions. Next we
will study such equations for polynomials and holomorphic mappings on Banach spaces,
especially on spaces of continuous functions. We will also study the k-order Daugavet
property and the k-order alternative Daugavet property. And finally we will show some
results about the stability of the polynomial Daugavet property and the alternative poly-
nomial Daugavet property.

Keywords: Banach spaces, Daugavet equation, polynomials.
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INTRODUCAO

A Analise Funcional é o estudo dos espacos vetoriais normados e dos operadores linea-
res continuos entre eles, tal como é definido no Prefacio do livro de G. Botelho et al.
[6]. Entre os diversos tépicos de pesquisa da Andlise Funcional se encontra a Fquag¢do
de Daugavet. Tendo conhecimentos bésicos de espagos vetoriais normados e operadores,
¢ bem facil de entender a definicao da equacao de Daugavet. Antes de introduzi-la,
consideremos um exemplo no R": Dados u,v € R" é facil mostrar que ||u+v|| = ||u||+||v||
se, e somente se, existe a > 0 tal que u = av. Ou seja, dois vetores no R" satisfazem
a igualdade na desigualdade triangular se, e somente se, possuem a mesma direcao e o
mesmo sentido. Considerando agora o espaco normado dos operadores lineares continuos
de C[0, 1] em C10, 1] com a norma do supremo, I. K. Daugavet [11] mostrou em 1963 que
ser compacto é uma condi¢ao suficiente para que um operador 7' de C[0, 1] em C]0,1]
satisfaca a relacao

[+ Tl = [l + T,

ou equivalentemente
\Id+T| =1+ |7 (DE)

Esta tultima equacao é conhecida hoje como Equacdo de Daugavet. Ao longo dos anos,
diversos autores tém trabalhado para encontrar classes de funcoes que satisfacam tal
equagao. Como resultado destas pesquisas temos alguns exemplos: G. Y. Lozanovskii
[20], para o caso dos operadores compactos em L]0, 1]; H. Kamowitz [17], para o caso
dos operadores compactos em C(K), onde K é um espago de Hausdorff compacto sem
pontos isolados; J. R. Holub [15], para o caso dos operadores fracamente compactos em
C'[0,1]; D. Werner [29], para o caso dos operadores fracamente compactos em C'(K), onde
K é um espaco de Hausdorff compacto sem pontos isolados. Dizemos que um espaco de
Banach X tem a propriedade de Daugavet se todo operador de posto um em X satisfaz
(DE).

Em 1970, J. Ducan et al. [13] provaram que para todo espago de Hausdorff compacto
K, toda medida o-finita p e todo operador linear 7" em C(K) ou em Ly (p), a equagao

|m|ax | Id+wT| =1+ |T| (ADE)
w|=1

1



é satisfeita. A partir de entao essa equacao passou a ser conhecida como Equacao Alter-
nativa de Daugavet. Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade alternativa
de Daugavet se todo operador de posto um em X satisfaz (ADE).

Atualmente tais equacoes tém sido amplamente estudadas. Além disto, em 2007 Y.
S. Choi et al. [9] ampliaram o seu estudo para fung¢oes mais gerais, particularmente para
polinomios definidos em espacos de Banach da seguinte maneira. Dado um espaco de
Banach X, um polinémio P € P(X, X) satisfaz a equacao de Daugavet se

[d+ Pl =1+[[P], (DE)
e P satisfaz a equacao alternativa de Daugavet se

max ||[[d+wP| =1+ ||P]. (ADE)
=1

|w]

Dizemos que um espago de Banach X tem a propriedade polinomial de Daugavet (PDP)
se todo polinémio fracamente compacto sobre X satisfaz (DE). Analogamente, X tem
a propriedade polinomial alternativa de Daugavet (APDP) se todo polindémio fracamente
compacto sobre X satisfaz (ADE). O objetivo deste trabalho é estudar tais equagoes para
polinémios homogéneos, polinomios e aplicagoes holomorfas.

A seguir descrevemos a organizacao deste trabalho.

No Capitulo 1 apresentamos algumas definicoes e resultados de Topologia Geral,
Analise Funcional e Espacos Vetoriais Topoldgicos, assim como uma breve introducgao
aos polinomios em espacos de Banach. Esse capitulo contém essencialmente os elementos
fundamentais que facilitarao a compreensao dos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 apresentamos em detalhes uma abordagem mais geral do estudo da
(DE) e da (ADE), baseado em estudos recentes de Choi et al. [9]. Esse capitulo contém
uma caracterizagao especialmente importante para fungoes uniformemente continuas em
relacao a (DE) e (ADE).

Os Capitulos 3 e 4 sao destinados ao tema principal desta dissertacao, a equacao de
Daugavet para polinomios. O Capitulo 3 contém um dos teoremas mais importantes
deste trabalho (Teorema 3.1.2). Nesse capitulo, fazendo uso dos resultados Capitulo 2,
estudamos (DE) e (ADE) para polinomios definidos em subespagos Cy-rich de espacos de
funcoes continuas e para funcoes holomorfas definidas em espacos de funcoes continuas.
Ja no Capitulo 4, apresentamos resultados sobre o comportamento da propriedade de
Daugavet de ordem k e da propriedade alternativa de Daugavet de ordem k conforme
variamos o k.

Finalmente, o Capitulo 5 é destinado a apresentar um estudo da estabilidade da pro-
priedade polinomial de Daugavet e da propriedade polinomial alternativa de Daugavet.

Milton Gabriel Perdomo Sandoval
Uberlandia-MG, 23 de fevereiro de 2018.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Para o desenvolvimento deste trabalho precisaremos apresentar inicialmente um con-
junto de definig¢oes e resultados de Topologia Geral, Analise Funcional, da teoria de
Espacos Vetoriais Topolégicos e da Anélise Funcional Nao Linear. Grande parte dos re-
sultados sao cldssicos e muito conhecidos, neste caso nao incluiremos suas demonstragoes.
Na primeira se¢ao apresentaremos os principais conceitos e resultados de Topologia Geral,
Analise Funcional e Espacos Vetoriais Topoldgicos. Na segunda secao introduziremos as
aplicagoes multilineares continuas e alguns resultados importantes sobre tais aplicacoes.
Por fim, na terceira secao trataremos de polinomios e aplicagoes holomorfas em espacos
de Banach.

1.1 Conceitos e resultados basicos

Apresentaremos primeiramente algumas defini¢oes e resultados de Topologia Geral.

Proposicao 1.1.1. Todo subconjunto fechado F de um espaco topoldgico compacto ) é
compacto.

Demonstragao. Veja [18, Proposi¢ao 7.2.2]. O

Proposicao 1.1.2. Sejam €y e €y espacos topologicos e f: €y — Qs uma aplicacao
continua. Para todo subconjunto compacto K de Qy, f(K) é um subconjunto compacto
de QQ.

Demonstragao. Veja [18, Proposi¢ao 7.2.4]. ]

Definigao 1.1.3. Um espago topoldgico €2 se diz T se dados dois pontos distintos em {2
existe uma vizinhanca de cada um deles que nao contém o outro.

Definicao 1.1.4. Um espaco topolégico 2 é dito completamente regular se dados um
fechado F' C Q e um ponto x ¢ F', existe uma funcdo continua f : Q — [0, 1] tal que
f(F) € {0} e f(z) = 1. Um espaco topoldgico se diz de Tychonoff se é Ty e completamente
regular.



Definicao 1.1.5. Seja ¢ : 2 — X onde (2 é um espaco topolégico e X é um espaco
vetorial. Definimos o suporte de ¢ por

supp(p) = {z € 2: p(x) # 0}.

Teorema 1.1.6. Cada espaco de Hausdorff localmente compacto é um espago de Tycho-

noff.
Demonstracao. Veja [24, Teorema 22.4]. [

A seguir apresentamos definigoes e resultados de Analise Funcional e Espagos Vetoriais
Topolégicos.

Teorema 1.1.7. (Teorema de Hahn-Banach) Seja Y um subespago vetorial de um espago
normado X sobre K e seja ¢: Y — K um funcional linear continuo. Entao existe um
funcional linear continuo @: X — K cuja restrigio a'Y coincide com ¢ e ||@|| = ||¢||.

Demonstragao. Veja [6, Corolario 3.1.3]. O

Teorema 1.1.8. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam X um espago normado, X # {0} e
x € X. Entao

2]l = sup{le(z)] - p € X™ e [Jo] <1}

Demonstragao. Veja [6, Corolario 3.1.5]. O
Teorema 1.1.9. (Teorema de Hahn-Banach) Seja X um espago normado. Para todo
g € X, xg # 0, existe um funcional linear continuo ¢ € X* tal que ||¢]| =1 e p(xy) =
[l

Demonstragao. Veja [6, Corolario 3.1.4]. O

Sejam X um conjunto, (Y;);c; uma familia de espagos topologicos e ( f;);e; uma familia
de funcoes f;: X — Y; para cada ¢ € I. Para cada i € I e cada aberto A; em Y, considere
o conjunto

fi_l(Ai) = {ZL’ & X . f(J]) - Az}

Chame de ® a colecao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como intersecoes
finitas de conjuntos da forma f; *(A;).

Proposicao 1.1.10. Existe uma topologia 7 em X que tem ® como uma base, isto €, os
elementos de T sao unioes de elementos de .

Demonstracao. Veja [31, 8.9]. O

Definicao 1.1.11. A topologia 7 da Proposicao 1.1.10 é chamada de topologia gerada
pela familia de funcoes (f;)icr-

Defini¢ao 1.1.12. A topologia fraca no espago normado X, denotada por (X, X™) ou
simplesmente por w, é a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € X™.
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Quando uma sequéncia (x,,)°2; em X convergir para x € E na topologia fraca, escre-

Vemos &, —- .
Dado um subconjunto A do espaco normado X, denotaremos por A* o fecho de A na
topologia fraca e o chamaremos de fecho fraco de A.

Definigao 1.1.13. Um subconjunto A de um espago normado X ¢é dito relativamente
fracamente compacto se A* é fracamente compacto em X.

Definicao 1.1.14. Seja X um espago vetorial sobre K. Um subconjunto A C X ¢ dito
convero se ax + [y € A para todos z,y € A e escalares a, 5 > 0 com o + = 1.

Definigao 1.1.15. Sejam X um espaco vetorial sobre K e A C X. A envoltéria convexa

de A, denotada por co(A), é a intersegao de todos os conjuntos convexos de X que contém
A.

Proposigao 1.1.16. Sejam X um espaco vetorial sobre K e A C X. Entao a envoltoria
convexa de A € dada por

CO(A):{Z)\Z-[EiZTLEN, nEeA 0<)N<1 e Z)\izl}.
i=1 i=1

Demonstragao. Veja [26, Theorem 4.2.3]. O

Teorema 1.1.17. Seja (X, 7) espaco vetorial topoldgico. A envoltdria convexa da unido
de um numero finito de conjuntos compactos € compacta.

Demonstragao. Veja [26, Theorem 4.4.4]. n

Teorema 1.1.18. Sejam (X, 7) espago vetorial topoldgico e A C X. Entdao

co (A) =co(A).
Demonstragao. Veja [26, Theorem 4.4.3]. O

Definicao 1.1.19. Seja X um espago vetorial sobre K. Um subconjunto A C X ¢
dito absolutamente convexo se ax + fy € A para todos x,y € A e escalares «, 5 com
ol + 8] < 1.

Definigao 1.1.20. Sejam X um espaco vetorial sobre K e A C X. A envoltéria ab-
solutamente convera de A, denotada por I'(A), é a intersecdo de todos os conjuntos
absolutamente convexos de X que contém A.

Proposigao 1.1.21. Sejam X um espaco vetorial sobre K e A C X. Entao a envoltoria
absolutamente convexa de A € dada por

i=1 =1

Demonstragao. Veja [26, Theorem 4.2.9). O



Teorema 1.1.22. (Teorema de Krein-Smuliam) Seja X um espaco de Banach. Se A" é

um subconjunto fracamente compacto de X entao F(A)w ¢ fracamente compacto em X.
Demonstragao. Veja [[27], Teorema 4.5.10]. O

Teorema 1.1.23. (Segunda forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach) Sejam A e
B subconjuntos convezxos, nao vazios e disjuntos do espaco normado X. Se A € fechado
e B € compacto, entio existem um funcional ¢ € X* e a,b € R tais que

Rep(x) <a<b< Rep(y) paratodosx € Aey € B.

Demonstracao. Veja [6, Teorema 3.4.9 e Exercicio 3.6.27(b)]. O

Teorema 1.1.24. (Teorema de Eberlein-Smulian) Sejam X um espaco de Banach e A
um subconjunto de X. Entdo A é relativamente fracamente compacto (respectivamente,
fracamente compacto) se, e somente se, cada sequéncia em A admite uma subsequéncia

que converge fracamente para algum ponto em X (respectivamente, para algum ponto de
A).

Demonstracao. Veja [2, Theorem 3.40]. O

Teorema 1.1.25. (Teorema de Mazur) Sejam X um espa¢o normado e A um subconjunto
convezro de X. Entao o fecho de A na topologia da norma coincide com o fecho de A na
topologia fraca. Em particular, um conjunto convexo € fechado na topologia fraca se, e
somente se, € fechado na topologia da norma.

Demonstracao. Veja [6, Teorema 6.2.11]. O

Teorema 1.1.26. (Bishop-Phelps-Bollobés) Sejam X espa¢o de Banach e 0 < ¢ < 1.
Dados z € Bx e h € Sx= com
11— h(z)] < 6%/4,

existem y € Sx e g € Sx« tais que g(y) =1, |ly—z|]| <d e |lg—h| < 4.
Demonstracao. Veja [5, Section 16, Theorem 1]. O

Defini¢ao 1.1.27. Uma sequéncia (z,,),~; no espago de Banach X é chamada de base de

Shauder de X se cada x € X tem uma representacao tinica na forma

[eS)
xr = E Ap Ly,
n=1

onde a, € K para todo n € N. A unicidade da representacao permite considerar os

funcionais lineares
o
* . * R—
z, X — K,z ( E ajxj> = ap,

j=1

n € N, que sao chamados de funcionais coordenadas (ou funcionais coeficientes).

Defini¢ao 1.1.28. Uma sequéncia (e;);2, em um espago de Banach X é dita uma sequéncia
basica se (e;):2, é uma base de Shauder de span{e;}.
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Definicao 1.1.29. Seja (e;):2; uma sequéncia bésica em um espago de Banach X e seja
(fi):2, uma sequéncia basica em um espaco de Banach Y. Dizemos que (e;);2, é equivalente
o0

a (fi)2, se para toda sequéncia de escalares (a;);°; tem-se que E a;e; converge se, e
i=1

o0
somente se, E a; f; converge.
i=1

Proposigao 1.1.30. Seja (e;)2, uma sequéncia bdsica em um espago de Banach X e
seja (f;)2, uma sequéncia em um espago de Banach Y. Sdo equivalentes:

i) (fi)i2, € uma sequéncia bdsica equivalente a (e;):2;.
ii) Eziste um isomorfismo T de spani{e;} em span{ fi;} tal que T'(e;) = fi para todo i.
iii) Ezistem C1,Cy > 0 tais que para todos os escalares ay, ..., Gy,

n
E a;€;
i=1

n

g a;€;

=1

n

Zalfl

=1

4 <

< Oy
Y

X X

Demonstracao. Veja [14, Fact 6.17]. ]

Teorema 1.1.31. (Krein, Milman, Rutnan, Valdivia)

Seja (e;);~, wma sequéncia bdsica em um espago de Banach X e seja (ej)zl 0s funcionais
coeficientes da base (e;);°, de span{e;}. Suponha que (f;);°, € uma sequéncia em X tal
que

S e filllefll = € < 1.
=1

~ oo s A - /- . o0
Entao (f;),—, € uma sequéncia bdsica equivalente a (e;),-, -

Demonstrac¢ao. Veja [14, Theorem 6.18]. O]

1.2 Aplicacoes multilineares

As aplicagoes multilineares sao essenciais para a definicao de polindomios entre espacos
de Banach, os quais irao desempenhar um papel especial neste trabalho. Nesta secao
apresentaremos os conceitos e resultados relativos as aplicagoes multilineares que necessi-
taremos para introduzir polinémios. Para um estudo detalhado de aplicacoes multilineares
em espagos de Banach sugerimos a referéncia [23].

Definicao 1.2.1. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K. Para cada m € N, denota-
remos por L(™X,Y) o espaco das aplicagoes m-lineares A : X™ — Y, e denotaremos por
L(X™Y) o subespago das aplicac¢oes continuas de L(™X,Y’). Para cada A € L(™X,Y)
definimos

4] = sup {|A(@r,-.. e = ;€ X, max flayl| < 1}.
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Por conveniéncia definimos L(°X,Y) = L(°X,Y) como Y, isto é, como 05 espaco
das funcées constantes definidas de X em Y. Quando m = 1, escreveremos L(*X,Y) =
L(X,Y) e L(*X,Y) = L(X,Y). Quando Y = K, escreveremos L("™X,K) = L("™X) e
L(MX,K) = L("X). Finalmente, quando m = 1 e Y = K, escreveremos L(X) = X' e
L(X)=X".

Proposicao 1.2.2. Para A € L("X,Y) as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) A € continua.
(b) A € continua na origem.
(¢) |A]l < oo.
Demonstragao. Veja [23, Proposition 1.2]. O

Proposicao 1.2.3. L(™X,Y) é um espa¢o de Banach com a norma definida anterior-
mente.

Demonstracao. Veja [23, Proposition 1.3]. ]

Definigao 1.2.4. Uma aplicagao multilinear A: X™ — Y é simétrica se
A1, .. 2m) = A(@eq), - - - To(m))

para todos (z1,...,z,) € X™ e o € S, onde S,, denota o conjunto das permutagoes dos
m primeiros numeros naturais.

Exemplo 1.2.5. Sejam X e Y espacos vetoriais com dimensao de X maior ou igual a 2,
1, (o funcionais lineares nao nulos em X e 0 £ y € Y. A aplicacao bilinear

A: X x X — Y, A(x1,22) = ¢1(21)p2(22)y,
nao é simétrica, a menos que @i € @, sejam linearmente dependentes.

Os conjuntos das aplicagoes multilineares simétricas e das aplicagoes multilineares
simétricas continuas A: X™ — Y serao denotados por L*("X;Y) e L5(™X;Y), respec-
tivamente. Tais conjuntos L*(™X;Y) e L5(™X;Y) sdo subespagos vetoriais de L(" X;Y)
e L(MX;Y), respectivamente.

Proposicao 1.2.6. Para cada A € L("X;Y), defina A*: X™ — Y por

s 1
A (:L‘l,...,$m> = % Z A(l‘g(l),...,xg(m)).

’ UES’m

Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(a) AS e L°("X;Y).

(b) A A se, e somente se, A€ L*("X;Y).

(0) (4 =

(d) O opemdor s: L(MX,Y) — L*("X;Y), definido por s(A) = A®, € linear.
(e) Se x € X entao Ax™ = A’z™.



Demonstragao. Veja [3, Proposi¢ao 1.1.6]. O

Teorema 1.2.7 (Férmula de Polarizagao). Seja A € L*(™X;Y). Entao para todos
oy .-, Tm € X tem-se a formula

1
Az, am) = —om > eremAlmo+ a1+ A+ Ena)”,
’ gj=%1

que serd denominada Formula de Polarizagao.

Demonstragao. Veja [23, Theorem 1.10]. O

1.3 Polinomios e aplicacoes holomorfas

A seguir apresentaremos defini¢oes e resultados sobre polinomios e aplicagoes holo-
morfas em espacos de Banach.

Definicao 1.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K e m € N. Uma aplicagao
P: X — Y é um polinomio m-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau m, se existir
uma aplicacdo A € L("X;Y) tal que P(x) = Az™ para todo ponto = € X. Neste caso
dizemos que P é o polinomio m-homogéneo associado a aplicagao m-linear A.

Nao é dificil mostrar que o conjunto dos polindomios m-homogéneos P: X — Y forma
um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais de fungoes. Denotaremos tal espago
por P("X:;Y).

Exemplo 1.3.2. A fungao P: K — K, definida por P(z) = az™, a € K, é um polinémio
m-homogéneo. Basta tomar A € L(™K) dada por A(z1,...,%m,) = ax; ... %y, € assim

temos P(x) = Ax™. Estes s@o os dnicos polinémios m-homogéneos de K em K. Veja
([27], Exemplo 1.3.2).

Proposicao 1.3.3. Sejam X eY espacos de Banach sobre K. Para cada A € L*("X;Y),
considere a aplicagao

A X —Y , Ax):= Az™

Entdo a correspondéncia A — A éum isomorfismo entre os espacos vetoriais L*("X;Y)
e P("X;Y).

Demonstragao. Veja [23, Theorem 2.2]. O

A proposicao anterior nos mostra que para todo polinémio P € P(™X;Y’), existe uma
tunica aplica¢do multilinear simétrica A € L*("X;Y) tal que

Az™ = P(x)

\%
para todo x € X. Neste caso denotaremos P:= A.
O subespaco de P(™X;Y') formado pelos polinémios m-homogéneos continuos sera
denotado por P("X;Y). Quando Y = K, denotaremos P("X;K) por P("X).
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Proposicao 1.3.4. Para cada P € P("X;Y) as sequintes condi¢des sio equivalentes:
(a) P € continuo.
(b) P é limitado em toda bola com raio finito.
(c) P é limitado em alguma bola aberta.

Demonstracao. Veja [23, Proposicao 2.4]. O]

O proximo resultado prova que o espago dos polindmios m-homogéneos continuos é
um espaco normado se munido com a norma

[Pl = sup {|[P(z)[| : 2 € X e [[zf] < 1}.

Proposigao 1.3.5. Sejam X e Y espacos de Banach. Entao (P(MX;Y);|-|) € um
espaco de Banach.

Demonstracao. Veja [23, Corollary 2.3]. ]

Proposicao 1.3.6. Sejam X e Y espacos de Banach e P € P("X;Y). Entao:
(a) [|P|| =sup{[|[P(z)|| : w € X e [|x]| = 1}.

(b) ||P|| =inf{M >0: ||P(z)|| < M||z|™, para todo x € X}.

() I1P@) < IPI[-llz[™ para todo x € X.

Demonstragao. Veja [4, Proposicao 1.3.5]. ]

Proposigao 1.3.7. Sejam X e Y espacos de Banach e m € N. A correspondéncia
v

P +—— P induz um isomorfismo topoldgico entre os espagos normados P("X;Y) e L°("X;Y).
Além disso,

Vv m™ v
IPI<|Pl<—IPI,
m!
para todo P € P("X;Y).
Demonstragao. Veja [4, Proposi¢ao 1.3.8]. [
Os seguintes exemplos foram tomados de [27].

Exemplo 1.3.8. Sejam X e Y espacos de Banach, p € X*, v € L(X;Y) em € N.
Considere a aplicacao

P: X —Y Px)= (o)™ "uz).
Temos que P € P("X;Y).
Exemplo 1.3.9. Sejam X e Y espacos de Banach. A aplicacao dada por
Qm: X — (P("X))", Qm(z)(P) = P(z),
¢ um polinémio m-homogéneo continuo de norma 1.
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Exemplo 1.3.10. Sejam X e Y espacos de Banach, o € X* e b €Y. A aplicacao dada
por

PR X —Y, (¢"@b)(z) = (p(x))" b,

é um polinémio m-homogéneo continuo com ||¢™ @ b|| = ||||™]0|l-

Exemplo 1.3.11. Sejam m € N, X e Y espagos de Banach, @ € P("X)eb € Y.
Considere a aplicacao

QRb: X —Y ,Q®bx) =Q(x)b.
Temos que @ ® b é um polindmio m-homogéneo continuo e ||Q @ b|| = ||Q|| - [|0]|-
Defini¢ao 1.3.12. Sejam X e Y espagos de Banach. Uma fun¢ao P : X — Y se diz
polinomio do grau no mdzximo m se existem polindmios m-homogéneos P; € P('X,Y)

com 7 = 0,...,m tais que
P:PO+P1+...+Pm.

Denotamos por P(X,Y') o espago vetorial dos polindémios e por P(X,Y’) o subespago
dos elementos continuos de P(X,Y). Quando Y = K escrevemos P(X,K) = P(X) e
P(X,K) =P(X).

Para cada P € P(X,Y) se define a norma

I1P|| = sup [|P(z)]]

r€Bx
Tal norma torna P(X,Y) um espaco normado. Além disto, temos os seguintes resultados.
Proposicao 1.3.13. Dado P € P(X,Y) as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) P é continuo.
(b) P é limitado em toda bola de raio finito.
(c) P é limitado em alguma bola de raio finito.
Demonstragao. Veja [23, Proposition 2.9]. O

Proposicao 1.3.14. (a) P(X,Y) € soma direta algébrica dos subespagos P(™X,Y),
com m € Nj.

(b) P(X,Y) é soma direta algébrica dos subespagos P("X,Y), com m € Ny.
Demonstracao. Veja [23, Exercise 2.N]. O

Lema 1.3.15. Sejam P,, € P("X,Y) e B C X limitado. Entao P,, é uniformemente
continuo em B.
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Demonstragao. Como P,, € P(™X,Y), pela Proposigao 1.3.7, existe A € L("X;Y)
tnica tal que para todo z € X, P(x) = Ax™. Seja 8 > 0 tal que ||z| < S para todo
x € B. Dado ¢ > 0, tome 0 < § < ¢/(1+m|A||™"). Para cada z,y € B temos que se
|z —y|| < entdo

m—1

[P(z) = ()l = Az @ —y) + > A" (z —y)y’ " + Az — y)y™ ||

i=2

m
< D Al =yl
j=1
= [lz —y[mpm | A| <e.
Portanto, P,, é uniformemente continuo em B. O]

Proposigao 1.3.16. Sejam P € P(X,Y) e B C X limitado. Entao P € uniformemente
continuo em A.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.3.14, existem P; € P(UX,Y) para j = 0,1,...,m tais
que

Pelo Lema 1.3.15, cada P; ¢ uniformemente continuo em A. Logo P ¢ uniformemente
continuo em A. n

Teorema 1.3.17. Uma funcao P : X — Y € um polinomio continuo se, e somente se,
VoP: X — K €um polinomio continuo para todo ¥ € Y.

Demonstrac¢ao. Veja [23, Theorem 3.11]. ]
Teorema 1.3.18. (Bogdanowicz) Seja p € P(cy). Se x, — x entdo p(x,) — p(z).
Demonstragao. Veja [12, Proposition 1.59]. O

Definicao 1.3.19. Sejam X, Y espagos de Banach complexos e U um subconjunto aberto
de X. Uma aplicacao f : U — Y é chamada holomorfa ou analitica em U se para cada
a € U existem uma bola B(a,r) C U e uma sequéncia de polinomios P, € P("X,Y) tais
que

f(2) =3 Pula —a)

uniformemente para x € B(a,r). Tal sequéncia de polinémios ¢ unicamente determinada
por f e a. Denotaremos F,, = P}, para todo m € Ny.

Proposicao 1.3.20. Todo polinomio P € P(X,Y) é uma aplica¢io holomorfa.
Demonstracao. Veja [23, Exemplo 5.3]. O]

Definigao 1.3.21. Uma funcio v : [a,b] — C se diz um contorno se é de classe C.
Denotamos a sua imagem por [7].
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Definigao 1.3.22. Sejam X espacgo de Banach, v : [a,b] — C um contorno e suponha
F :[y] = X continua. Definimos

b
/ F(€)de = / F(y(t))y (B,

onde a integral no segundo membro da igualdade acima denota a integral de Bochner.

Proposigao 1.3.23 (Férmula Integral de Cauchy). Seja U um subconjunto aberto de X
e seja f: U —Y holomorfa. Sejam a € U, t € X e r >0 tais que a+ &t € U para todo
¢ € B(0,r). Entao para cada m € Ny temos

1 fla+&t)

PP (t) = — dE€.
f(a)() 2 l=r gm+l £

Demonstracao. Veja [23, Corollary 7.3]. ]
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CAPITULO 2

EQUACAO DE DAUGAVET PARA
FUNCOES NAO LINEARES

Como sabemos, a Equacao de Daugavet deve seu nome ao matematico I. K. Daugavet
[11], que provou a validade dessa equagdo para operadores compactos no espago das
fungdes continuas definidas no intervalo [0, 1]. Durante muitos anos tem-se estudado essa
equacao principalmente para funcoes lineares, nao obstante nos ultimos anos se estuda
fortemente essa equacao para funcoes nao lineares. Neste capitulo apresentaremos duas
secoes, a primeira sobre a Equacao de Daugavet para fungoes limitadas e a segunda sobre
a Equagao de Daugavet para fungoes uniformemente continuas. Ressaltamos que neste
capitulo Id representara a identidade na bola unitéria fechada de um espago fixado. As
demonstragoes deste capitulo foram tomadas de [9].

2.1 Equacao de Daugavet para funcoes limitadas

Em 2007 Y. S. Choi et al. [9] generalizaram as definigdes da equacao de Daugavet e
da equagao alternativa de Daugavet para fungoes limitadas em um espaco de Banach X
da seguinte maneira: se {(Bx, X) é o espago de Banach de todas fungoes limitadas de
Bx para X, munido com a norma do supremo, dizemos que uma func¢ao ¢ € {(Bx, X)
satisfaz a equacdo de Daugavet se

[1d+ @ =1+ 2], (DE)
e dizemos que ® satisfaz a equacdo alternativa de Daugavet se
max{|[[d +w®| :w e T} =1+ ||®|. (ADE)

O lema a seguir nos permite verificar que se ¢ € (. (Bx, X) satisfaz (DE) entao a®
satisfaz (DE) para todo a > 0.

Vale a pena observar que (DE) implica (ADE), e que por exemplo o operador T = —Id
satisfaz (ADE) mas nao satisfaz (DE).
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Lema 2.1.1. Se dois vetores u e v em um espago normado satisfazem a equagao
[u+ ol = lull + o],
entdo |lau + Bvl| = allul| + Bl|v|| para todos o, 8 > 0.

Demonstracao. Podemos supor o > > 0 sem perda de generalidade. Basta ver que
llow + o] > a|ul| + Bljv||. De fato,

llow + o] = |la(u+v) — (o — B)v||
> allut vl = (= B)lv]|
= a(llull + [lv]) = (a = B)]lv]
= allul| + Bllv]-
Portanto, ||au + Bv|| = afju|| + B||v|]- -

Sejam X um espag¢o de Banach e Z um subespago de /., (Bx). Denotamos por zZX o
espaco de todas as fungoes ® : By — X tais que x*o® € Z paratodoxz™ € X*. Sep € Z
e 1y € X, entdo é facil ver que um elemento de Z¥ é ¢ ® 2, onde [p @ z](z) = @(x)zo
para todo x € By.

O teorema a seguir é um dos mais importantes deste capitulo e estabelece equivaléncias

para que uma funcao de ZX com imagem relativamente fracamente compacta satisfaca
(DE).

Teorema 2.1.2. Sejam X um espa¢o de Banach e Z um subespaco de (o (Bx). Entdo
sao equivalentes:

(i) Para cada ¢ € Z e cada xg € X, ¢ ® xq satisfaz (DE).

(i1) Para cada ¢ € Sz, cada xg € Sx e cada 0 < e < 1, existem w € T e y € By tais
que
Rewp(y) >1—¢ e |zo+wy|| >2—¢.

(i) Cada ® € Z* com imagem relativamente fracamente compacta satisfaz (DE).

Para demonstrar este teorema precisaremos de duas defini¢oes, um lema e um resultado
de I. Namioka [25].

Definicao 2.1.3. Seja K um subconjunto fechado e limitado de um espago de Banach
X. Um elemento yy de K é dito um ponto dentado de K se yg ¢ co(K \ B(yo,€)) para
todo € > 0.

Exemplo 2.1.4. Os nidmeros 0 e 1 sao os unicos pontos dentados do intervalo [0,1]. De
fato, dado 0 < e < 1 temos que 0 ¢ [e,1] = co(]0, 1]\ B(0,¢))], ou seja, 0 € ponto dentado
de [0,1]. Da mesma forma se prova que 1 € ponto dentado de [0,1]. Consideremos agora
que a € [0,1] é ponto dentado de [0,1]. Vejamos que a = 0 ou a = 1. Suponhamos
o contrario e tomemos g9 = min{a,1l — a}, entdo B(a,g9) C [0,1] e assim co(]0,1] \
B(a,e0)) = [0,1]. Logo a nao € ponto dentado de [0,1]. Portanto, a =0 oua = 1.
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Definicao 2.1.5. Seja K um subconjunto fechado e limitado de um espago de Banach
X. Uma fatia de K é um conjunto da forma

S(K,y",6) ={y € K :Re(y*(y)) = supRe (y"(K)) — 6},
onde y* é um elemento nao nulo de X* e 4§ > 0.

O lema apresentado a seguir parece ser conhecido por diversos autores. Optamos por
apresentar a sua demostragao aqui pois nao a encontramos em detalhes em nenhuma
referéncia.

Lema 2.1.6. Seja K um subconjunto fechado e limitado de um espago de Banach X . Se
Yo € um ponto dentado de K, entao para todo € > 0 existe uma fatia

S(K,y",0) ={y € K : Re(y"(y)) = sup Re(y"(K)) — 6}
de K com diametro menor que € contendo yg.

Demonstragao. Seja ¢ > 0 dado. J& que yo é um ponto dentado de K, temos que yo ¢
co(K \ B(yo,e/2)). Como {yo} e co{(K \ B(yo,c/2)) sao convexos disjuntos, {yo}
é compacto e co(K \ B(yo,e/2)) é fechado, segue da Sequnda Forma Geométrica do
Teorema de Hahn-Banach que existem y* € X™ e nimeros reais a e b tais que

Rey*(z) < a < b < Rey*(vo)

para todo z € ¢o(K \ B(yo,€/2)). Tome § = supRe(y*(K)) —b. Como y, € K, segue que
0 < 0 < co. Mostremos que a fatia

S(K,y",6) ={y € K :Re(y*(y)) = supRe (y"(K)) — 6}
tem diametro menor que € e contém y,. Observe que se y € S(K,y",d) entao
Rey*(y) = supRe (y"(K)) — 0 = b > Rey(z)

para todo = € ¢o(K \ B(yo,¢/2)). Em particular, se y € S(K,y",0) entdo y ¢ K \
B(yo,€/2). Assim, S(K,y*,0) C B(yo,€/2), ou seja, S(K,y",d) tem didmetro menor que
e. Além disso,

Rey*(yo) > b = supRe (y"(K)) — 6,

donde segue que yy € S(K,y",0). O

Proposicao 2.1.7. Todo subconjunto fracamente compacto convexro de um espaco de
Banach € a envoltoria convexa fechada de seus pontos dentados.

Demonstragao. Veja [25, Theorem 4.4]. O

Demonstragao do Teorema 2.1.2 i) = ). Sejam ¢ € Sz, 10 € Sx e 0<e < 1.
Entao ¢ ® x¢ satisfaz (DE), ou seja, ||[Id+ ¢ ® 2ol = 1 + || ® zo|| = 2. Pela definigao da
norma, existe y € Bx tal que

ly + o()xol| = |(Id + ¢ @ x0)y|| > 2 — /2.
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Segue que 2 —&/2 < |ly|| + |¢(y)| < 1+ |p(y)], que implica 1 —¢/2 < |p(y)|. Note que
©(y) # 0 pois 0 < € < 1. Definamos w = |p(y)|/¢(y). Assim w € T e

Rewp(y) = lp(y)| >1—¢/2>1—c.

Além disso,
|20 +wyl = [[Wzo + yll
[
lp(y)]
¢(y)
> ly + o(y)xol| — zo — @(y)To
i (y)]
s 9 oyp - leWeo — [eW)le(y)wol
[ (y)]
= 2—¢/2—|lp(y)| -1
> 2—¢/2—¢/2
= 2—c.
ii) = 4ii). Podemos supor que ||®|| = 1. Caso contrario, se ||®| = 0, o resultado

segue diretamente, e se 0 # ||®|| # 1 entao ®/||®|| tem norma um e sabemos que se
®/||®| satisfaz (DE) entdo ® também satisfaz (DE) pelo Lema 2.1.1. Como ®(By) &

fracamente compacto, ¢ possivel mostrar fazendo uso do Teorema de FEberlein-Smulian
(Teorema 1.1.24) que T®(Bx) ¢ fracamente compacto. Logo, pelo Teorema 1.1.17,

co (']T(I)(BX) ) é fracamente compacto. Assim, pelo Teorema 1.1.18 e pelo Teorema de
Mazur (Teorema 1.1.25), @o(T®(Bx)) = co(T®(By)) = co (']I‘@(BX)W> ¢ fracamente
compacto. Seja K = ¢o(T®(By)). Pela Proposi¢ao 2.1.7,

K = co({pontos dentados de K}).

Dado 0 < £ < 1, suponhamos que para todo ponto dentado y de K tivéssemos ||y|| < 1—e.
Entao, do fato de T®(Bx) C K segue que, para cada z € By e cada w* € T,

[w ()| <1-e = [®)]|<1-e

Como x € By é qualquer, obtemos 1 = ||®|| < 1—¢, isto é, ¢ < 0, o que é uma contradigao.
Portanto, existe yo ponto dentado de K tal que |lyo|| > 1 — e. Pelo Lema 2.1.6, existe
uma fatia

S(K,y",60) = {y € K : Rey"(y) = supRe(y"(K)) — o}

de K com diametro menor que ¢ contendo yy. Agora, pela Proposi¢ao 1.1.16, Teo(T®(By)) C
co(TP®(By)) = K. Dali, segue que

supRey™ (y) = sup|y*(y)|. (2.1)
yeK yeK
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De fato, dado y € K com y*(y) # 0, tome o = M € T. Entao

y*(y)

[y*(y)| = Rey” (’(ZE‘%@ = Rey"(ay),

onde ay € K, jAquea € T e y e K. Assim,
{ly* ()| :y € K} C{Rey*(2) : z € K7},

donde segue (2.1). Defina 5 = sup|y*(y)| > 0, y5 =vy"/6 € X* e § =0/ > 0. Dessa

yeK

forma,

S<K7 y*a(SO) = S(Ka 9375)7
onde

supReyg(y) = suplys(y)| = 1.
yeK yeK

Em particular,
y€ K, Reyg(y) >1-0 = |y —wl <e.

Se tomarmos ¢ 1=y, o ¢, entao p € Z e

el = sup |y5(@(x))| = sup lyo(y)] =1= ¢ € Sz.
ye

w€Bx
Agora, usando (ii) com xy = yo/||v0]| € 7 = min{e, d}, existem w € T e y € By tais que
Rewp(y) >1—n>1-6 e |zotwy||>2-—n>2—c¢.
Como Rey;(w®(y)) = Rewy(P(y)) = Rewp(y) > 1 —0 e wd(y) € K, segue que
[w®(y) — yoll <&
Além disso,

Yo

0
1%l

llyo +wy| > Hwy +

v

[Hd+ @[ = [[y+ @)l = [lwly+ W) = l[wy+yol = lwP(y) —yoll > 2-2e—e =23,

‘—]HyoH—l\ >2—e—e=2-2¢.

_ ’ _ Hwy+ Yo
10l [

Finalmente,

e fazendo € — 0, se tem que ||/d + ®|| > 2. Portanto, ||Id+ ®|| =2 =1+ ||P].
iii) = i). Basta ver que dados ¢ € Sz e x¢ € By, tem-se (¢ ® x¢)(Bx) relativamente
fracamente compacto. Note que

(p®@x0)(Bx) = {(p®wo)(z):x € Bx}
{o(z)zo -z € By}

= zo{p(z) : = € Bx}

= 2op(Bx).
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Seja (zn),- C zop(Bx), 2z, = Top(x,) com z, € Bx. Como K é completo e (¢(z,)),~,
é uma sequéncia de escalares limitada, existe uma subsequéncia (¢ (z,,)),-, convergente.
Logo, (zn,)s, ¢ convergente e, em particular, é fracamente convergente. Portanto, pelo
Teorema Eberlein-Smulian (Teorema 1.1.24), (p ® z()(Bx) é relativamente fracamente

compacto. O caso geral segue do Lema 2.1.1.

Corolario 2.1.8. Sejam X um espago de Banach e Z um subespaco de o (Bx). Entdo
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Para cada ¢ € Z e cada xy € X, ¢ @ xy satisfaz (ADE).

(i) Para cada ¢ € Sz, cada o € Sx e cada 0 < & < 1, exitem wi,wy € T ey € By
tais que

Rewyp(y) >1—¢ e ||lzo+wayl >2—c¢.

(i1i) Para cada ¢ € Sz, cada xo € Sx e cada 0 < e < 1, existem w € T ey € Bx tais
que

o) >1—¢ e |lzo+wyl|>2—e¢.

(iv) Cada ® € Z* cuja imagem € relativamente fracamente compacta satisfaz (ADE).

Demonstracao. i) = ii). Sejam ¢ € Sz, xg € Sx e € > 0. Entao, por hipétese, p ® xg
satisfaz (ADE). Logo, existe wy € T tal que

1d + wop @ wo|| = max||/d + wp ® o[ = 1 + [l @ zol|.

Segue que |[Id + wop @ zo|| = 1 + [[wop ® x|, isto é, wop ® z satistaz (DE). Como
wop € Sz, temos do teorema anterior que existem w € T e y € Bx tais que

Rewwop(y) >1—¢ e |xg+wyl >2—c¢.

Tomando w; = wwy e we = w se tem o resultado desejado.
ii) = 4ii). Se p € Sz, xg € Sx e 1 > ¢ > 0, por hipdtese existem wy,ws € T e y € By
tais que

Rewip(y) >1—¢ e ||lzo+wayl >2—e.

Defina w = w9 e note que |p(y)| = |wie(y)| > Rewp(y) > 1 —e¢.
iii) = 1v). Note que se p € Sz, 1o € Sx e 1 > & > 0, entdo existem w € T e y € By tais
que |p(y)| > 1—¢e |z +wy| > 2 —¢e. Definindo wy = |p(y)|/¢(y) e we = w, temos

Rewip(y) = Relo(y)| >1—¢ e |xg+ way| > 2 —e.

Considere ® € Z* com imagem relativamente fracamente compacta e com ||®| = 1.
Siga a demonstragao de i) = iii) do teorema anterior até a defini¢do de p = y5 o0 ® €
Sz. Tomando xy = yo/||yo||, pela observacdo anterior e por iii) deste teorema, existem
wi,wy € T ey € By tais que

Rewip(y) > 1 —10 e ||xg+ way|| > 2 — ¢,
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onde § é como na demonstragao i) = 4ii) do teorema anterior. Assim
Reyy(w1®(y)) = Rewn(y50®)(y) = Rewip(y) > 1 -9,

e como w1 ®(y) € T®(By) C co(TP(Bx)) = K, segue que ||w1P(y) — yol| < e. Dal,

ma%(HId—i—w@H > |d+ ﬂ@H
w e

v
+
|
&
S

> ly+ = —‘Eﬂy)—ﬂ
Wa Wa w
— Jwgy + ol Hw1<1><y> - y—H
llyoll
Agora
Yo Yo
w1 P(y) — —— ’ = Hw1<1>(y) —Yo+Yo— '
‘ ol llyoll
Yo
< ||w1q><y>—you+]yo——\
llyoll
= [wr®(y) —woll +|llwoll = 1] <e+e¢

= 2e.
Segue das duas desigualdades anteriores que
ma%c||ld+w<b|| >2—ec—2e=2—3¢.
we

Portanto,
max |[[d+ w®|| =2 = 1+ [P,
weT

ou seja, ¢ satisfaz (ADE).
w) = i)Se p € Z e 79 € X, entdo ¢ ® 19 € 2% e (p®x)(Bx) ¢ relativamente
fracamente compacta. Logo, ¢ ® x satisfaz (ADE). O

2.2 Equacao de Daugavet para funcoes uniformemente
continuas

Para um espago de Banach X, escreveremos II(X) para denotar o subconjunto de
X x X* dado por

II(X) = {(z,2"): = €8x, a* € Sx+, z*(x) =1}.
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Dada uma fungao limitada ® : Sy — X, sua imagem numérica é definida como o conjunto
V(@) = {2"(®(2)) : (2,2") € (X))},
e seu rato numérico é o valor
v(®) =sup {|A|: A e V(D)}.

Por fim, denotaremos por C,(Bx, X) o espaco de Banach das fungoes uniformemente
continuas de Bx em X munido com a norma do supremo.

Proposicao 2.2.1. Sejam X um espa¢o de Banach e ® € C,(Bx, X). Entao:
(1) ® satisfaz (DE) se, e somente se, | ®|| = sup ReV (P);
(i) ® satisfaz (ADE) se, e somente se, ||®| = v(®P).

Demonstragao. i) (=) Suponha que ® satisfaga (DE). Como ¢ é uniformemente continua,
para todo € > 0 dado, existe 0 < § < ¢ tal que

Y2 € Bx, ly =zl <0 = [[®(y) = (z)[| <=

Como [[Id + @|| = 1+ ||®||, para 0 < ¢ < 1 existe y € Byx tal que |y + ®(y)||
1+ ||®| — 6%/4. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe y* € Sx- tal que y*(y + ®(y))
ly + @(y)||. Assim

>

Rey™(y) + Rey™(®(y)) = Rey (y+ @(v))

o
= ly+eWl>1+2] - (2.2)

Como [[@]] = [|B(y)[| = [y"(2(y))| = Rey*(®(y)), segue de (2.2) que

Rey*(y) > 1 — R (2.3)

Além disso, pelo fato de Rey™(v) < |v*(v)| < |ly* |||yl < 1, temos de (2.2) que
Rey"((y)) > [|2]] — 6%/4 > [|@] —&. (2.4)
Agora por (2.3) segue que |[Rey*(y) — 1| < 6%/4. Vejamos que
{ly"(2)]: # € Sx} € {|Rey’(z)| : x € Sx}.

Em efeito, seja © € Sx. Se y*(z) = 0 temos Rey*(z) = y*(z). Se y*(x) # 0, defina
e
y*(x)
L= |ly"[| = sup{[y"(z)[ : @ € Sx} <sup{|Rey*(z)| : = € Sx} = [[Rey"[| < 1.

, entdo wxr € Sx e |Rey*(wz)| = |Rewy™(z)| = |y*(x)|. Portanto,
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Pelo Teorema de Bishop-Phelps-Bollobés (Teorema 1.1.26), existe (z, z*) € TI(X) tal que
ly —z|]| <0 e|Rey" — 2" < <e.

Sabemos que para todos a,b complexos, |[Rea — Reb| < |Re(a — b)|. Logo segue que

*

IRe (y* — 27)|| = sup{|(Rey” — Rez")(z)| : 2 € Bx}
sup{|Rey*(z) — Rez"(z)| : x € Bx}

sup{|Rey"(z) — z*(z)| : * € Bx}

<o <e.

ly* = =7

IN

= ||Rey" — =

Ou seja, |ly* — 2] < § < e. Como ||y — z|| < 0, da continuidade uniforme segue que
|P(y) — P(2)]] < € e assim,

[Rez"(®(2)) — Rey"(2(y))]

[Rez"(®(2)) — Rez"(®(y)) + Re2"(2(y)) — Rey* (2(y))|
[Re2"(®(2) — (y))| + [Re2"(2(y)) — Rey™(2(y))]
[27(@(2) = 2(y))] + |2"(2(y)) — v (2(y))|

[2(2) = )| + 12" = y"[[[| ] < & +el| @] = e(T + [[[]).

INIAIA

Logo, Rez*(®(2)) — Rey™ (®(y)) > —e(1 + || ®||) e de (2.4) segue que
Rez*(®(2)) > Rey"(®(y)) — (1 + [|@[)) > @] — e —e(1 + [[@]]) = [|®] — (2 + [|])-

Portanto, sup ReV (®) = ||®||.
(<) Para cada € > 0, existe (z,2*) € II(X) tal que

Rez*(®(2)) > ||®|| — e.
Entao
|Id 4+ @[] > |2*(2 + ©(2))| > Rez" (2 + ®(2)) = Rez"(2) + Rez"(®(2)) = 1 + ||| —e.

Fazendo € — 07, segue que ||[Id 4+ ®|| > 1 + ||®||. Logo, ® satisfaz (DE).
Provaremos agora o item 7).
ii) (=) Se ® satisfaz (ADE), entao existe w € T tal que w® satisfaz (DE), logo pelo item

(i),

||| = ||w®|| =supReV(w®) = sup{ReA: e V(wd)} <sup{|A: e V(wd)}
= sup{]\]: A € V(®)} = u(®) < [[0]].

Portanto, ||®|| = v(®P).
(<) Seja (x,z") € II(X). Temos que

max{||/d+ w®| : w € T} max{ ||z + w®(z)|| : w € T}
max{|z*(z + wP(z))| : w € T}

max{|1 + wz*(®(z))| : w € T}.

AV,
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|2*(®())]

Como max{|l + wz"(®(z))| : w € T} <1+ [z7(P(x))] e wo = z*(P(x))

€ T satisfaz

|1+ woz™ (P(x))| = 1+ |27 (P(2))],
entdo max{|1 + wz*(®(z))] 1 w € T} = 1 + |27(®(x))|. Logo,
max{||Id + wd| : w € T} > 1 + sup{|a*(®(2))| : (x,2*) € I(X)} = 1+ v(®) = 1 + || @|.
Portanto, ® satisfaz (ADE). O

Corolario 2.2.2. Sejam X um espago de Banach e ® € C,(Bx, X). Se ® satisfaz (ADE),
entao

|@]] = sup{[|®(y)|| - y € Sx}.
Demonstragao. Observe que sup{||®(y)| : y € Sx} < ||®||. Assim, basta mostrar que
sup{[|®(y)[| : y € Sx} = v(®) = [[@]].

ie (z,27) € TI(X), entao [¢"(®(z))| < [l2*[[[[@(2)[| = [|®()] < sup{l|®(y)]| - y € Sx}.
0go,
v(®) < sup{[|[(y)] : y € Sx}

e assim [|[| = v(®) = sup{[|®(y)| - y € Sx}- =
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CAPITULO 3

EQUACAO DE DAUGAVET PARA
POLINOMIOS

A Equacao de Daugavet para polinomios em espacos de Banach é o tema central deste
trabalho. Este capitulo estd divido em duas secoes. A primeira secao contém o resul-
tado principal do capitulo. Nesta secao se estuda a (DE) para polinémios em espagos de
funcoes continuas, principalmente em subespacos Cy-rich, definicao que apresentaremos
no comego da se¢ao. A segunda secao é focada nas fungoes holomorfas em espagos de
fungoes continuas. Como os polindomios continuos sao funcoes holomorfas os resultados
para eles seguem como caso particular. Ressaltamos que neste capitulo Id representara a
identidade em um espaco fixado ou a restricao da identidade na bola unitaria fechada de
tal espacgo, dependendo do caso. Os resultados principais deste capitulo foram tomados
de [9].

Definigao 3.0.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um polinomio P € P(X,Y) é
denominado fracamente compacto se P(Byx) é relativamente fracamente compacto em Y,
ou seja, se P(By) 6 fracamente compacto em Y.

Observemos primeiramente polinomios em R e em C.

Exemplo 3.0.2. a) Os espacos R e C nao tém a propriedade de que todo polindmio
fracamente compacto satisfaz (DE). De fato, T = —Id : K — K € polinémio 1-
homogéneo fracamente compacto e ||[Id+ T = |0|| =0 < 1+ || T

b) Todo polinémio em C satisfaz (ADE). De fato, se P € P(C,C) com ||P| = 1,
entdao P ¢ holomorfa e, pelo Teorema do Mdodulo Mdzimo, existe y € Sc tal que

P
|P(y)| = sup{|P(y)| : vy € Bc} = 1. Agora, sejam wy = 1PW)| e wy = M, entao
Y

P(y)
w1, Wa € T,

Rew P(y) = Re|P(y)]=1 e Rewyy = Rely|=1.
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Defina w := waw,. Entao weT e
[{d +wP|| > [(Id+ wP)(y)| = |woy + w1 P(y)| =2 =1+ [[wP].
Logo, P satisfaz (ADE).

¢) O resultado do item anterior ndio vale para R. De fato, defina P(t) = 1—t* (t € R).
Entao |P||=P(0)=1ce¢

ld P = max |4 (1) =5/4<2=1+]P]|.
te[-1,1

Logo, P é um polinémio fracamente compacto que ndo satisfaz (ADE).

Vejamos a seguir caracterizagoes para quando um polinomio fracamente compacto
satisfaz (DE) e (ADE), respectivamente.

Proposigao 3.0.3. Seja X um espaco de Banach. As sequintes afirmacgoes sao equiva-
lentes:

(i) Para cada p € P(X) e para cada xg € X, p® xq satisfaz (DE).

(i) Para cada p € P(X) com ||p|| = 1, para cada o € Sx e cada 0 < & < 1, existem
w e T ey € Bx tais que

Rewp(y) >1—¢ e |zog+wy| >2—c¢.

(iit) Todo polinomio fracamente compacto P € P(X,X) satisfaz (DE).

Demonstra¢ao. No Teorema 2.1.2 faca Z = P(X). Entdo Z é subespago de (o (Bx)
mediante isometria. De fato, seja 1 : P(X) — l(Bx) tal que ¥(p) é a restrigao de p a
Bx. Claramente v é linear e ||¢)(p)|| = ||p||, donde segue que P(X) é isométrico a imagem
de 1. Além disso, note que P(X,X) = Z¥. De fato, se z* € X* e P € P(X,X) entdo
existem Py, ..., P, polindmios tais que

r*oP=x"oFPy+..+2"0 P,

onde z*o P; : X — K é um polinémio j-homogéneo continuo para cada j = 0, ..., m. Logo
z*oP € Z, ouseja, P(X,X) C Z¥. Agorase ® € Z¥, por definicao, ® : By — X e para
todo z* € X* tem-se " o ® € Z = P(X). Assim, pelo Teorema 1.3.17, ® € P(X, X) e,
portanto, Z* C P(X, X). Desta forma, o Teorema 2.1.2 se reescreve como a Proposicao
em questao. O

A prova da seguinte proposicao é totalmente andloga.

Proposicao 3.0.4. Seja X um espaco de Banach. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(i) Para cada p € P(X) e para cada xy € X, p® xy satisfaz (ADE).
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(i) Para cada p € P(X) com ||p|| = 1, para cada o € Sx e cada 0 < & < 1, existem
wy,we € T ey € By tais que

Rewip(y) >1—¢ e |xg+wayl >2—c.

(11i) Para cada p € P(X) com ||p|| = 1, para cada xo € Sx e cada 0 < € < 1, existem
weT ey e Bx tais que

lp(y)| >1—ce|zg+wyl| >2—e¢.

(iv) Todo polinémio fracamente compacto P € P(X, X) satisfaz (ADE).

3.1 Polinémios em espacos de funcoes continuas

Comegaremos apresentando a definicao de subespagos Cy-rich de Cy(£2, X), onde
Cp(2, X) é o espago das fungoes continuas e limitadas de um espago topoldgico € em
X.

Definicao 3.1.1. Sejam (2 um espago topoldgico de Hausdorff completamente regular e
X um espago de Banach. Dizemos que um subespaco fechado F de Cy(€2, X) é Cy-rich
se para cada subconjunto aberto U de 2, cada z € X e cada £ > 0, existe uma funcgao
continua ¢ : Q@ — [0, 1] de norma um com suporte contido em U tal que a distancia de
Y ®x a F é menor que €.

Exemplos de espagos Cp-rich podem ser encontrados em [16] e [22] (pag. 91).

Podemos supor na definigdo que existe ty € U tal que ¢(ts) = 1. De fato, dados
O<e<lexze X, tome0<d<min{l,e/(||z]|+ 1)} e considere ¢ tal que a distancia
de ¢ ® x a F seja menor que §. Como [|¢|| =1 e supp(p) C U, entao existem tq € U e
uma vizinhanga aberta V' de ¢, tais que ¢(t) > 1 — § para cada t € V. Assim, ja que {2 é
completamente regular, A := Q \ V é fechado em Q e ¢y ¢ A, existe uma fung¢ao continua
n:Q —[0,1] tal que n(ty) =1 e n(A) = {0}. Se definimos ®(t) = max{p(t),n(t)} para
t € Q, entdao ® : Q2 — [0,1] é continua, e além disto, temos:

a) supp® C U.

b) ®(ty) = 1.

c) lp - <d<e

d) dist(P @z, F) <i(||lz]|+1) <e.

Agora provaremos cada item.

a) Seja x € {y € Q: ®(y) # 0}, entdao ®(z) > 0. Caso ¢(z) = n(x), entdo z ¢ A, ou
seja, © € V C suppyp. E caso ®(z) = p(z), entdo p(z) # 0 e assim = € suppp. Ou
seja,{y € Q: (y) # 0} C suppyp. Logo,

supp® = {y € Q:P(y) # 0} C supp@
= suppp C U.
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b) Como n(ty) =1 > ¢(to), entdao P(ty) = max{n(t), p(to)} = 1.
c¢) Agora note que

0 se o(t) > n(t),
(@ —p)(t) =D(t) —p(t) =
n(t) —e(t) se o(t) <n(t).

Se p(t) < n(t), entdo t ¢ A, isto é,t € V. Assim ¢(t) > 1 — 4, donde segue que
nt)—et) <nt)—1+6<1—-14+6=0.
Desta forma, |®(t) —¢(t)| = ®(t) — ¢(t) <0 paratodo t € Q. Portanto,

1@ — Il = sup{|®(t) — p(t)] : ¢ € O} < T < <.

d) Para cada t € €2, temos

(@ @z —pex)t)| = |[z[|[St) = @] < [l = ¢l <[]0

Entao [P @z — ¢ ®@ z|| < ||z||0. Assim,

dist(P@z, F) < dist( PRz, p@x)+dist(p @z, F) < ||z]|d +§ <e.

A seguir apresentaremos o teorema principal deste capitulo.

Teorema 3.1.2. Seja Q2 um espaco topologico de Hausdorff completamente reqular sem
pontos isolados, seja X um espago de Banach e seja F um subespaco Cy-rich de Cyp(Q, X).
Entao todo polinomio fracamente compacto de F em si mesmo satisfaz (DE).

Demonstragao. Seja p € P(F) com ||p|| = 1 e fixe fo € Sr. Como p é continuo, pela
Proposicao 1.3.16, p é uniformemente continuo em cada subconjunto limitado de F, logo
dado € > 0, existe 0 < 0 < min{e/10, 1/6} tal que

ip(f) —pg)] <e/2, (3.1)

para todas f,g € F satisfazendo ||f — g|| < 20 e || f]|,|lg]] < 2. Pela definicdo da norma
em P(F), existe h € F tal que ||h]] < 1 e |p(h)] > 1 —¢/4. Fazendo w := |p(h)|/p(h),
temosw € T e

Rewp(h) = [p(h)| > 1 —¢/4. (3.2)
Como | fo]| = 1, fixemos 7 €  com || fo(7)|| > 1 — §/4. Pela continuidade de fy, existe
um aberto V tal que 7 € V e

| fo(t) — fo(T)|| < /4 paratodo teV. (3.3)

Agora como h € F é continua em 7, existe U aberto tal que 7 € U C V e ||h(§) — h(7)||
< /4 se £ € UNKQ. Logo, pela desigualdade triangular, segue que para todos s,t € U
tem-se

1A (s) = h(D)]| < 6/2.
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Seja (Uj)j2, uma sequéncia de abertos contidos em U, disjuntos dois a dois e ndo vazios.
Fixemos s; € U; para cada j = 1,2,... e denotemos x; := w™ " fo(s;) — h(s;). Note que

|lz;]] < 2. Seja ¢ Como F é Cy-rich, existem fungoes n; : 2 — [0,1] de

= ||$j||%.
norma um tais que

suppn; CU; e dist(n; @ x;,F) < ;.
Assim existem z; € F tais que

o Iy @aylld
2i+2 92j+2 )

In; @ @ — 2| <e; =[]
Ou seja, para cada j € N obtemos

)
suppn; S Uj e |In; @25 — zll < 55l @ 23] (3.4)

o0
) . N @ x; N : .
Vejamos que as fungoes m formam uma sequéncia basica equivalente a base
Tj & X

Jj=1

. . . .. i QX

canonica de cy. Sejam (%‘)?il a base canonica de ¢y, y; = —Hn] 2 ]H e
Ny @I

A, = U suppn;.
j=1

Note que Q = A, UAS e quese t ¢ A, entdo n;(t) = 0 para todo j = 1,...,n. Lembre que
os suportes dos 7;’s sdo disjuntos dois a dois e que para cada n; existe ty tal que n(jo) = 1.
Assim, para quaisquer escalares Ay, ..., A,,

i/\. 10 ® x; sup — \jn;(t)z;
= M iny @ ]| e ||z Nzl
—~ \jn;(t)z;
= sup =]
1A, ; 5]

= max{|\;|:j=1,..,n}
2_Nies
j=1 o

N © ; )OO
In; @ 25l /=4
equivalente a base canodnica de c¢y. Vejamos agora que span{z;} é isomorfo a ¢, e que

w A 1 & T . , Al . /.
z; — 0. Sabemos que a sequéncia y; := W com 7 € N é uma sequéncia basica
J J

em Cy(§2, X). Considere os funcionais coeficientes {y;} da base {y;} de span{y;}. Por
definicao temos que

Segue da Proposicao 1.1.30 que as fungoes ( formam uma sequéncia bésica

L j=k,

i (yr) =
0, j#k
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Como {y;}72, é base de Shauder de span{y;}, dado y € span{y;}, existem tinicos escalares

;)52 tais que
J1/j=1 q
j=1

Logo, |y;(y)| = lay] < |lyll e assim [|y;|| < 1. Por (3.4),
>0 2 ‘ . > 5 §S1 6
P [V TRPSS SRS o R Y
; T @l ;2”2 4;2] 4

Segue da Proposicao 1.1.31 que a sequéncia (H;—jn) é uma sequéncia basica
N @ TjllJ j=1
equivalente a (y;)72, e, portanto, o span{z;} e o span{y;} sao isomorfos. Como span{y;}
¢ isomorfo a ¢y e e; 50, segue que span{z;} isomorfo a ¢y e z; —5 0. Pelo Teorema
de Bogdanowicz (Teorema 1.3.18), |p(h+ z;) —p(h)| = 0 quando j — +oo. Entdo existe
Jjo € N tal que
Ip(h + z5,) — p(h)| < /4.

Assim, Rewp(h) — Rewp(h + zj,) < €/4. Dai Rewp(h + z;,) > Rewp(h) —e/4 e de (3.2)
se tem que

Rewp(h + z,) > 1 —¢/2. (3.5)
Defina
A= h+z, B = h+n;, ® xj,, g=A/|A|.
Claramente B € C3(2, X), A,g € F, |lg]| =1 e ||A— BJ| < /2. Temos também que

1+20 > [|A] > 1 - 26. (3.6)

De fato, como || fo(7)|| > 1—0/4 e s;, € U;, C U, de (3.3) temos que || fo(sj,)|| > 1—5/2.

Tome t;, € Uj, tal que n;,(t;,) = 1. Entao,

[Al = Bl = IA= Bl = [B(t,)ll - [IA - B

1A (t50) + mjo (jo) 25| = 1A = B
1h(ts,) +w™" folss) = h(s)ll = |IA = B
1 fo(s50)ll = 1A(E50) = Relsjo) | = 0/2
(1-6/2)—46/2—-9)2

30
1——>1-26
2

vV Vv

Por outro lado,

[A[ < 1BI[ +[|A = Bl < [|BI[ + 6/2,

onde se t ¢ Uj, entao
1B =A@ < l[All < 1,
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ese t e Uj entao

1Bl [12(£) + mjo (£)25 |
- Hh(t) - (w_lfo(sjo) — h(sj,
Hh(t) - h(sjo) + h(sjo) - (
[[(t) = hlsjo)ll + ([P (s [[|1 =

0/2 4 (1 =15 (1)) + 15 (2)

<
<
< 1446/2.

Logo, [|B][ = sup | B(t)]| <
teQ

Agora, pela Equagao (3.6),

A 1
o= 1=y =) = (g 1)
1= ]
Como g, A € F,|lg— Al <25 e ||A], gl <2,de(3.1)
E
5> Ip(A) — p(g)| > Rewp(A) — Rewp(g)

ou seja,
Rewp(g) > 1 —e.
46 4e

) 4 (t) H
5]0)”30( )+w fO 5]0 7730
Mo (E)] =+ [0 (¢ )IHfo(SJo)H

14 6/2. Portanto, [|A|| < [|B]|+d/2 <140 <1+ 2.

= |1 —||A]l| < 24.

e (3.5) segue que
>1—¢/2—Rewp(g),

Além disso, como 1 < 1+ 29, entao TY; <1—Oeassnn
| fo+wgl = f0+wﬁ”: 0+M(A+H#;1H_B)H
w(A— B
. ﬁ+wAi Aaw
> ﬁ@”+wﬁmW‘mmn
o L R T P
— fo(tjo)+w(h(tjo)—ﬁiﬂo))ﬂLfo(Sjo) _2||(j4||
> fatoa) + |~ s = st - PRl B
> Wlsl (L4 ) = 5 = 1 — 3
- (1_5/2><1+ﬁ)—g—ﬁ—ﬁ
- ﬁ(1—25)+1—5>;§§+1—5>2—%—5
—%—5/10>2—11—;—1%
2 —¢.
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Entdao Rewp(g) > 1—¢ e ||fo+wg| > 2—e. O resultado segue da Proposi¢ao 3.0.3. O

Lema 3.1.3. Sejam 2 um espaco topologico de Hausdorff completamente reqular e X um
espago de Banach. Entao Cy(2, X) é Cy-rich em si mesmo.

Demonstragao. Sejam U um subconjunto aberto de , x € X e > 0. Seja ¢ :  — [0, 1]
a funcao nula. Assim segue que
suppp C U.

Como p®z € Cp(2, X), entao dist(p @z, Cp(Q2, X)) = 0 < g, ou seja, Cp(Q2, X) é Cp-rich
em Sl mesmo. U

Corolario 3.1.4. Seja ) um espaco topoldgico de Hausdorff completamente reqular sem
pontos isolados e seja X um espaco de Banach. Entao todo polinomio fracamente com-

pacto de Cy(2, X) em Cy(2, X) satisfaz (DE).

Demonstra¢ao. Como Cy(Q2, X) é Cy-rich em si mesmo, o resultado segue do Teorema
3.1.2. ]

A seguir provaremos mais um corolario. Para tanto, recordemos a definicao de codi-
mensao de um subespago vetorial e vejamos um resultado de K. Boyko et al. [7].

Definicao 3.1.5. Seja Y um subespaco de um espaco vetorial X. A codimensdo de Y é
a dimensao do espago quociente X/Y.

Proposigao 3.1.6 ([7], Proposition 2.5). Sejam K um espaco de Hausdorff compacto e
f1, - fn € (C(K))*. O subespago

Y = ﬂ ker f;
i=1
¢ Cy-rich se e somente se Usupp(fi) nao intersecta o conjunto dos pontos isolados de
i=1
K.
Corolario 3.1.7. Sejam K um espaco topologico de Hausdorff compacto sem pontos iso-
lados e Y um subespago de codimensao finita de C(K). Entdao todo polindmio fracamente

compacto em P(Y;Y) satisfaz (DE).

Demonstracao. Inicialmente provaremos que Y é um subespaco Cy-rich . Seja n a di-
mensao do espaco quociente C(K)/Y. Definamos para cada i = 1,...,n, f; = T o p ogq,
onde 7; : K" — K ¢é a i-ésima projecdo canonica, ¢ ¢ um isomorfismo entre C'(K)/Y e
K" e q(g) = [g] para cada g € C(K), onde [g] é a classe de equivaléncia de g em C(K)/Y.
Cada f; é linear e continua pois é a composicao de operadores lineares continuos. Agora,

(kerfs = {9€C(K): Ti(e(g)) =0 Vi=1,.n}

= {9€C(K):¢(lg]) =0}
= {geC(K):[g]=[0]}
= {geC(K):geY}.
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Logo,
Y = ﬂ ker f;.

i=1

Assim, pela Proposicao 3.1.6, Y é Cy-rich, pois K nao possui pontos isolados. Como K
é espaco topoldgico compacto de Hausdorff, segue do Teorema 1.1.6 que K é um espaco
de Tychonoff e, em particular, é completamente regular. Dai, Y é um subespago Cy-rich
de C(K) com K um espago topolégico de Hausdorff completamente regular sem pontos
isolados. Portanto, do Teorema 3.1.2 segue que todo polinomio fracamente compacto em

P(Y,Y) satisfaz (DE). O

Se K é um espaco topologico de Hausdorff compacto com pontos isolados, o resultado
anterior nao é verdadeiro, porque existem polinomios fracamente compactos de C'(K) em
si mesmo que nao satisfazem (DE). De fato, todo operador linear é por definicdo um
polinémio 1-homogéneo. Seja xy um ponto isolado de K e defina fy € C'(K) por

Considere o operador

Entao T é um operador de posto um e, em particular, um polinomio fracamente compacto
tal que |[Id+T| =1 < 1+ ||T]]. Mas serd que pelo menos todo polinoémio fracamente
compacto de C'(K) em si mesmo satisfaz (ADE)? No caso real isso nao ocorre. De fato,
se K tem s6 um ponto, entdo C(K) = R e, pelo Exemplo 3.0.2, existem polinémios
(fracamente compactos) os quais nao satisfazem (ADE). No caso complexo, a situacao é
completamente diferente como veremos na préxima segao.

3.2 Funcoes holomorfas em espacos de funcoes continuas

A densidade do espago dos polinomios em um espaco de Banach complexo Z no espaco
A, (Bz, Z) nés dé a seguinte proposigao.

Proposicao 3.2.1. Seja 2 um espaco topologico de Hausdorff completamente reqular
sem pontos isolados e seja X um espaco de Banach complexo. Entao toda ® fracamente
compacta em A, (Be,,x), Cp(2, X)) satisfaz (DE).

Demonstracao. Seja Y = Cy(£2, X). Denotemos por Py o polinémio k-homogéneo da ex-
pansao de Taylor de ® em 0 € By. Pela Formula Integral de Cauchy, P.(By ) esta contido
em ['(®(By)). De fato,

Pu(f) = 1 w d¢, para f no interior de By.

o £=1 Ehtl
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Seja v : [0,27] — C, definida por y(t) = €" para cada t € [0, 27]. Pela Definicao 1.3.22,
(¢ f) TP (e’ f)ie”
/7 ghtl de = /0 et M
) / Tt
0 6ztk
wn) = (5 [ )
_ Lo [oeEty),
T 1/} <%/O eztk >
B 21 q)(eztf)
N /0 4 ( 2meith >dt

ztj
= J;IEOZ@D( eni)Atj

Assim, para cada ¢ € Y, temos

2me
) u (6”1 f)
= (hm g ——— Al
o0 £ 2re'ti

onde t; pertence ao j-6simo intervalo de uma particao do intervalo [0,27] e At; é o
comprimento do j-ésimo intervalo da particao. Dessa forma,

P = tim 32 Dy,

n—o0 £ 2me'i
j:
Agora,
TR et
= 27T62t k = 27T|62tj |k;

1 n
= 521&%\
j=1
= 1.
eltﬂf

1tk

Dai, pela Proposicao 1.1.21, temos que Z Atj pertence a I'(®(By)) e como
=1

Pi(f) é limite desses elementos, temos
Py(By) € I'(®(By)).

Como ®(By) ¢ fracamente compacto, entao pelo Teorema 1.1.22 F(@(By))w é fraca-
mente compacto. Por definigdo, I'(®(By)) é convexo. Desta forma, pelo Teorema de
Mazur (Teorema 1.1.25), ['(®(By)) = I(®(By)). Assim, temos Py(By) C T(®(By)) .
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Como Pk.(By)w ¢ fracamente fechado contido num fracamente compacto, segue que Py
é fracamente compacto por definicao. Logo os polindmios de Taylor de & também sao
fracamente compactos. Definamos ®,, : By — Y por

0.(0)i= (")

n

e @,: By =Y por
- n—1

Qn = 1d,

n

onde Id é a identidade em A, (By,Y). Como a funcao @, é linear, segue que ®, =
®o@Q, € A,(By,Y). Provemos que a sequéncia (®,) ", converge uniformemente a @
na bola unitaria fechada de Y. De fato, como ® é uniformemente continua, dado ¢ > 0,
existe 0 > 0 tal que

If =gl <0 implica [|®(f) — P(g)[| <e/2.

1
Seja Ny € N tal que A < 0. Assim, se n > Ny, entao
0

5t - <2
n n n

que implica

<e/2,

F(”‘H)—@U)

n

para todo f € By. Assim, dado € > 0, existe Ny € N tal que
[P, — @ < /2. (3.7)

Além disso, a série de Taylor de @y, converge uniformemente em By a ®y,, ou seja, existe
um polinémio fracamente compacto P tal que

@, — P|| < /2. (3.8)

De (3.7) e (3.8), obtemos
|®— P <e.

Agora, pelo Teorema 3.1.2, temos que P satisfaz a (DE) e entao

Hd+@] > |[ld+P|—[|®—P|=1+[P] [P
> 1+[|®f - 2@ — P > 1+ || — 2.

Fazendo ¢ tender a zero, obtemos o resultado. [

Teorema 3.2.2. Seja K um espaco topolégico de Hausdorff compacto e seja X o espaco
complexo C(K). Entdo v(®) = ||®|| para cada ® € A (Bx, X).

Para provar esse teorema, precisaremos do seguinte resultado preliminar, da definicao
de ponto extremo e de um resultado de M. D. Acosta [1].
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Lema 3.2.3. Sejam Q um conjunto, F um subespaco de (o(2) e A C Q um conjunto
normante para F (ou seja, || f|| = sup{|f(A)| : A € A} para cada f € F). Entao, dados um
espago de Banach'Y e uma funcao ® € ((S,Y) tais que y* o ® € F para cada y* € Y,
temos

@[] = sup{[|®(A)]| : A € A}

Demonstra¢ao. Observe que

@] = sup||®(t)|| =sup sup [y*(D(t))]
teQ teQ y*EByx
= sup sup|y"(®(t))| = sup [[y"o P
y*EByx teQ Yy*EBy*
= sup sup|y"(®(t))| =sup sup |y (P(t))]
y*EBy* teA teA y*EBy*

= sup|[®(t)]|.
teA

]

Definicao 3.2.4. Seja K um subconjunto fechado e limitado de um espago de Banach
X. Um elemento yy de K ¢é dito um ponto extremo de K se yo ¢ co(K \ B(yo,€)) para
cada € > 0. O conjunto dos pontos extremos de K ¢é denotado por Ext(K).

Teorema 3.2.5. Seja K um espaco topoldgico de Hausdorff compacto. Entao Ext(Be(k))
€ um conjunto normante para AOO(BC(K)).

Demonstracao. Veja ([1], Theorem 4.2). O
Vejamos agora a demonstracao do Teorema 3.2.2.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.5 o conjunto Ext(Bc(k)) de todos os pontos extremos
de Be(xy ¢ um conjunto normante para A, (Be(ky). Assim, pelo Lema 3.2.3, dado € > 0,
existe e € Fat(Bek)) tal que ||®(e)|| > ||®|| —e. Como ®(e) € C(K) e K é compacto,
existe t € K tal que ||®(e)|| = |[®(e)](t)|]. Por outro lado, como e € Ext(Be(k)) temos
que |e(t)] = 1. Agora, seja §; : X — K definida por §,(f) = f(t) para cada f € X.
Claramente d; € linear. Além disso,

ol = s (Pl = s 701 < Al <1
f€Beo (k) feBex)
Como também e € Bk e [0:(e)| = 1, segue que ||| = 1. Portanto (e, d;) € II(C(K)) e,
como
0(P(e))| = [@(e)] (@) = [|P(e)[| > [P — &,
segue que

v(@) = sup |2 (@) > [|®] —¢,
(2,0 €L(C(K)

ou seja, v(P) > ||P|. O

Corolario 3.2.6. Seja K um espaco de Hausdorff compacto. Entao todo polinomio do
espago complexo C'(K) em si mesmo satisfaz (ADE).
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Demonstragao. Seja P € P(C(K),C(K)). Pela Proposigao 1.3.20, P ¢é holomorfo. Seja
P a restrico de P & bola unitéria Be(ky. Entao ||P|| = |P||e P e Ao (Be(ry, C(K)).
Logo, pelo Teorema 3.2.2, v(P) = ||P||. Em vista do Teorema 2.2.1, basta provar que
Pc Cu(Be(ky, C(K)), mas isto decorre do fato de que P é continuo e Be(ky ¢ limitada.
Logo, P satisfaz (ADE) e, portanto, P também satisfaz. ]

Exemplo 3.2.7. Sabendo que l € isométrico a C(K) (veja [30]), onde K € a com-
pactificacao de Stone-Cech de N, temos pelo coroldrio anterior que todo polinomio no
espago complexo Uy, nele mesmo satisfaz (ADE). Lembramos que a compactifica¢ao de
Stone-Cech de um espago topologico é sempre um espago de Hausdorff compacto.

Exemplo 3.2.8. Seja X o espago complexo ¢y ou c. Entao toda ® € A,(Bx,X) satisfaz
(ADE). Em particular todo polinomio de X em X satisfaz (ADE). De fato, dados ® €
Au(Bx,X) ee >0, existe xyg € Sx tal que

[ (o)l > (|| — .

Seja {e}, €5, ...} a base dual de X*, onde e; ¢ o funcional em X* associado ao elemento
ej da base canonica de X. Entao existe j € N tal que

|€5(®(x0))| > ||| —&.
Definamos agora f : C — C por
f(z) = €j(®(x0 + (2 — €j(20)))e;)

para cada z € Be. Desta forma, f € A,(Bc). Pelo Teorema do Mddulo Mdzimo, existe
20 € C com |z| =1 tal que

1f(2)] <1f(20)], para todo z € D.

Em particular,

|| — & < e(®(xo))| = [f(ej(x0))| < |f(20)]
= |e;(P(zo + (20 — €j(w0))e;))|-
Agora, x1 = x9 + (20 — €;(w0))e; € Sx e |ef(x1)] = 1, entao se y* = we; com
g5 (@)
= — seque que
ej('rl)

1] =& < |ej(@(21))] = wej(®(a1))] < v(®).

Logo, pelo Teorema 2.2.1, ® satisfaz (ADE).
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CAPITULO 4

EQUACAO DE DAUGAVET PARA
POLINOMIOS K-HOMOGENEOS

Seja X um espago de Banach. Dizemos que X tem a propriedade de Daugavet de ordem
k (ou k-DP) se todo polinémio P € P(*X, X) de posto um satisfaz (DE). Dizemos que
X tem a propriedade alternativa de Daugavet de ordem k (ou k-ADP) se todo polinémio
P € P(*X, X) de posto um satisfaz (ADE). Ressaltamos que um polinémio entre espagos
de Banach tem posto um se o subespaco vetorial gerado pela imagem do polinomio tem
dimensao um.

O objetivo deste capitulo é estudar a propriedade de Daugavet de ordem k e a proprie-
dade alternativa de Daugavet de ordem k. Esse estudo tem sentido ja que o Exemplo 4.0.4
abaixo mostra que existem espacos com polinomios fracamente compactos que nao satis-
fazem (ADE) e mesmo assim todo polinomio k-homogéneo fracamente compacto satisfaz
(ADE). O texto aqui apresentado foi baseado na terceira se¢ao de [9)].

Iniciaremos apresentando exemplos de espacos com a k-DP e k-ADP. Os resultados
sao consequéncias dos Corolarios 3.1.4 e 3.2.6 e do Exemplo 3.2.8.

Exemplo 4.0.1.  a) Seja 2 um espago topologico de Hausdorff completamente regular
sem pontos isolados e seja X um espago de Banach. Entdao o espaco Cy(Q2, X) tem
a k-DP para todo k € N.

b) Seja K um espaco de Hausdorff compacto. Entao o espag¢o complezo C(K) tem a
k-ADP para todo k € N.

c) Seja X o espaco complezo cy. Entao X tem a k-ADP para todo k € N.

O seguinte resultado mostra um comportamento surpreendente da equagao de Dauga-
vet e da equacao alternativa de Daugavet para polinomios k-homogéneos com £k > 1.

Proposicao 4.0.2. Seja X um espaco de Banach sobre K e seja k € N com k > 2.

a) Se K = C, entio (DE) e (ADE) sio equivalentes em P(*X, X).
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b) Se K=R ek € par, entio (DE) e (ADE) sio equivalentes em P(*X, X).

Demonstracao. Sabemos que (DE) implica (ADE). Desta forma, basta mostrar que (ADE)
implica (DE) em cada caso.

a) Seja P € P(*X, X) e suponhamos que exista w € T tal que

|Id +wP| =1+ |P|.

Tome 3 € T uma solucdo da equacido complexa 2"~

x € By tal que

= w. Para todo ¢ > 0, existe

|z +wP(z)|| > 1+ ||P]| —e.
Seja y = fx. Logoy € Bx e
ly+ Pl = 1Bz + P(B)| = || Bz + *P(z)|
Blllz + B P ()] = [la + wP(z)| > 1+ [|P|| - .

Fazendo € — 0, temos
[{d+ P[| = 1+ [|P]].

Portanto P satisfaz (DE).

b) Seja P € P(*X,X). Suponhamos que P satisfaca (ADE) e que k € N seja par.
Entao existe w € {—1,1} tal que

|Id +wP| =1+ |P|.

Como k — 1 é impar, existe § € {—1,1} tal que ¥t = w. A prova continua como
no item a). Note que no caso em que w = —1 e k é impar nao existe g € {—1,1}
tal que B! = w.

]

A proposicao anterior pode ser reescrita em termos das defini¢oes da k-DP e da k-
ADP.

Corolario 4.0.3. Sejam X um espago de Banach e k € N com k > 2.
a) Se X é complexo, entio a k-DP e a k-ADP sdo equivalentes.
b) Se X € real e k € par, entio a k-DP e a k-ADP sdo equivalentes.

Exemplo 4.0.4. a) Pelo item (b) do Exemplo 3.0.2, o espa¢o complexo C tem a k-
ADP para todo k € N. Entao, pelo coroldrio anterior, C tem a k-DP para todo
k > 2, mas C nao tem a 1-DP.

b) Ainda que existam polindmios nao homogéneos que nao satisfazem (ADE), podemos
provar que o espago real R tem a k-ADP para todo k € N. De fato, se P € P(*R,R)
entdo eziste o € R tal que P(t) = at® para todo t € R. Seja wy = sgn(a). Note
que 1+ ||P|| = 1+ |o| = |1 + woa|. Logo,

mg)r(HId%—wPH > ||[Id 4+ woP|| > |1 +woar] =1+ || P||.

Portanto P satisfaz (ADE). Ou seja, R tem a k-ADP para todo k € N.
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c) Pelo item anterior e pelo coroldrio acima, R tem a k-DP para todo k € N par. Por
outro lado, se k ¢ impar, R ndo tem a k-DP. De fato, se P € P(*R,R) ¢ dado por

P(t) = —t* (t € R),

entao
I Id+P||<1<1+|P|.

d) Pelo Coroldrio 3.2.6 e pelo Exemplo 3.2.8, sabemos que todo polinémio de um
dos espagos complezos ¢y ou C(K), K Hausdorff compacto, em si mesmo satis-
faz (ADE). Agora se nos restringirmos aos polinémios k-homogéneos, o Coroldrio
4.0.3 nos dd mais: Os espago complexos ¢ e C(K) com K Hausdorff compacto tém
a k-DP para todo k > 2.

Observagao 4.0.5. O item (c) do exemplo anterior mostra que, no caso real, as equagoes
(DE) e (ADE) ndo sio equivalentes em P(*X, X) para k impar. Portanto a k-DP ¢ a
k-ADP nao sdao equivalentes no caso real para k impar.

Agora estudaremos a relacao entre k-DP e k-ADP para diferentes valores de um
inteiro k.

Proposigao 4.0.6. Seja X um espago de Banach e seja k € N. Se X tem a (k+1)-ADP
entao X tem a k-ADP.

Demonstragio. Seja P € P(*X, X) de posto um. Dado 0 < ¢ < ||P||, existe y € Sx tal

que
[P > |P] —e.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe y* € S% tal que
" (y)| = 1.
Se definimos @ € P(**' X, X) por
Qz) =y (z)P(x) (z € X),
temos que () tem posto um e
1QI = 1R = ly"WIIPWI > [P —e. (4.1)
Como X tem a (k+ 1)-ADP, entédo existe w; € T tal que () satisfaz
[1d+uw @l = 1+ Q]|
Logo, da definicao da norma e de (4.1), existe z € Sx tal que
L+ Pl = 2e <1+4[Ql —¢ < lz + w1 Q(2)]| = [|z + wiy"(2) P(2)]-

Dai segue que
1P| =2¢ < [y ()]l Pl

39



ou seja,
1= =0 <[y (2)]. (4.2)

Tomando w = (y*(2)/|y*(2)|)w; € T, temos

*(2)P
IId+wP|| > |z+wP(2)| = Hz M ’
ly*(2)]
; wiy*(2)P(z) ;
> et u @PEI - [ e
Agora, de (4.2) obtemos
w1y (2)P(z *(z
LW PE) _yyrpe)| < 1PIE )
ly*(2)] ly*(2)]
1Pl .
< -l
PPl \
||P|}——2‘5 11— [y*(2)]|
_ 2l
|1P|| — 2¢
Segue que
2e|| P||
|Id+wP|| > 1+ ||P|| — 26 — —— =1
| P — 2e
Fazendo ¢ — 07, temos
[{d +wP|| =1+ |[P].
Portanto, X tem a k-ADP. m

No caso complexo, a Proposi¢ao 4.0.6 pode ser lida em termos da propriedade de
Daugavet de ordem k para k > 2, pois neste caso a k-ADP e a k-DP sao equivalentes.

Corolario 4.0.7. Sejam X um espaco de Banach complero e k € N com k > 2. Se X
tem (k+1)-DP, entao X tem a k-DP.

Demonstra¢ao. Como X tem a (k+ 1)-DP, segue da definigdo que tem a (k + 1)-ADP.
Logo, da Proposicao 4.0.6, X tem a k-ADP. E como k > 2, do Corolario 4.0.3, X tem a

k-DP. m
Observagao 4.0.8. a) O resultado anterior nao € valido para k = 1, pois o espago
complezo co tem a 2-DP pelo Exemplo 4.0.4(d), mas nao tem a 1-DP. De fato,
sejam e; = (1,0,0,...) € cg e T : ¢y — ¢o dada por T(x1,x9,x3,...) = —x1€1. Entdo

T € P(*co,co) e tem posto um, porém |[Id+T| <1< 1+|T|.

b) O resultado anterior é falso no caso real, pois o espaco real R tem a 2m-DP para
todo m € N, mas nao tem a (2m — 1)-DP para todo m € N pelo Exemplo 4.0.4(c).
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Para o caso real podemos provar o seguinte resultado.

Proposicao 4.0.9. Sejam X um espaco de Banach real e k € N. Se X tem a (k+2)-DP,
entao tem a k-DP.

Demonstracao. Seja P € P(kX,X) de posto um. Dado 0 < € < 1, existe y € Sy tal que
[P > |1P] —e.
E pelo Teorema de Hahn-Banach, existe y* € Sx- tal que
y'(y) =1

Se definimos @ € P(***X, X) por

temos que () tem posto um e
IRl = 1Rl = (v W) IPW)Il > [Pl — <.
Como X tem a (k + 2)-DP, existe z € Sy tal que
L+ [[P(2)] =26 <1+ |[P =2 <1+IQ —e <[l + Q)| = llz + (" (2)*P(2)].

Dai segue que
L+ [[P(2)]| = 26 <1+ (y" ()1 P(2)]l,

ou seja,
IP(2)]| = 22 < (y"(2))* [ P(2)]]-
Logo,
[1d+ Pl > [z + P(2)[| = llz+ (y"(2))*P()]| = [1P(2) — (y"(2))*P(2)|
> 1+ |Pl == [P - (4 (2)7]
= 1+ [P —e = [Pl + [|P(2)](y"(2))*
> 14|P| - 3.

Fazendo € — 07, temos
[Id + P[| > 1+ || P]|.

Portanto, X tem a k-DP. [

Observacao 4.0.10. O resultado anterior nao é verdadeiro no caso complexo com k = 1.
De fato, o espaco complexo co tem a 3-DP, mas nao tem a 1-DP.

Exemplo 4.0.11. ¢; nado tem a k-ADP para nenhum k > 2. De fato, Y. S. Choi e S.
G. Kim [8] apresentam um exemplo de um polinémio fracamente compacto P € P(*4y, ()
tal que

o(P) = 3]1P].
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Tal polinomio € definido por P(x) = (x1/2 + 22179, —75/2 — 1129,0,0,...) para cada
x = ()2, € ly. E possivel ver que P € P(*1,0;) e que

1
PI=sw 1P < swp (5 (e + b + Sl ) <1

[[=]|=1 |z1]+|z2|=1

ep e
Além disso, P <§1+ 5) = 1, donde seque que |P| = 1. Agora, seja xy = rie
Ty =192 com ri+ro=1c¢ ri,r9 > 0. Pode ser provado que

101

v(P) <|r/2 — rire| + |2rre — 13 /2| < 1/2.

1
Como ej(P(e1)) = 1/2, entdo v(P) = 1/2. Logo, v(P) = §HPH Desta forma, pela Pro-
posicao 2.2.1, P nao satisfaz (ADE). Portanto, {1 ndo tem a 2-ADP e, pela Proposi¢ao
4.0.6, nao poderd ter a k-ADP para nenhum k > 2.

Exemplo 4.0.12. Seja K um espago de Hausdorff compacto com pelo menos dois pontos
isolados. Entao o espago real C(K) nao satisfaz a k-ADP para nenhum k > 2. De fato,
considere x1, Ty € K pontos isolados com x1 # x € defina p: C(K) — R por

§f) = Flaa)? = i)

para cada f € C(K). Assim, p € P(CC(K)) e

lpll = sup [[p(f) = sup | f(z2)* - %f(ﬂclf < sup |f(22)*| < L.
17l<1 <t I7l<1

Como p(xi\fz1}) = 1, temos ||p|| = 1. Suponhamos que C(K) tenha a 2-ADP. Entdo
fazendo uso do Coroldrio 2.1.8 com X = C(K) e Z = P(*X), como p € Sz € X{z} € Sx,
para todo n € N existem w, € T e g, € Bx tais que

o)) > 1 oy + gl > 2~ =
n - — € z W Jn — —.
P9 n X{z1} 9 0

Definindo f, = %, obtemos |[|ful| =1 e

gn

_|p (Yndn 1
il = o (7222 = | i > lplgn)] > 1

‘ o] ‘2p(9n)

Dat,

a2 = Sl (4.3

Observe que
1 1
2= — < Ixgay + wagnll < el + llgall =2 <2+ .
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Como ||X1a13]] = 1, obtemos 1 — 1/n < ||gn|| < 14 1/n, isto é, |1 — ||gn]|| < 1/n. Dessa
forma,

WnGdn
[l gnl

Wngn
= Xz} + wagnll = 11 = llgalll
1

> ||X{x1} + wngnH - E
Entao )

”X{ﬂﬂl} + an >2— E
Logo

X2} + full — 2. (4.4)

Ja que (fn(x1))peq e (fu(z2))ne, estdo contidas em [—1, 1], existem subsequéncias (fn, (71))he
e (fu,(22))iey convergentes. Sejam

o= lim (fu (@)’ ¢ B= lim (fu(e)

k—+o0 k—+o00

Observe que 0 < o, B < 1 e que por (4.3) temos

1
a—=pBl=1
2
Neste caso, temos necessariamente « =1 e = 0. Em particular,

lim f,, (x1)=0.

k—+o0

De (4.4), existe N € N tal que
k2N = [z, + ful > 1

Portanto, se k > N, entao

zeK\{z1}

1<HX{$1}+fnkH = max{‘1+fnk(xl)|v sup |fnk(x)|}

= |14 fu (1),

isto €
Xty + full = 114 fo (1)l
Fazendo k — oo obtemos de (4.4) que

o que contradiz o fato de klim fn, (1) =0.
—00
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CAPITULO 5

ESTABILIDADE DAS PROPRIEDADES
DE DAUGAVET

Dizemos que um espaco de Banach X tem a propriedade polinomial de Daugavet
(PDP) se todo polinémio fracamente compacto em X satisfaz (DE). Analogamente, X
tem a propriedade polinomial alternativa de Daugavet (APDP) se todo polinomio fraca-
mente compacto em X satisfaz (ADE). Estudaremos neste capitulo a estabilidade dessas
propriedades sobre somas cg, £ € 7.

Seja (X;)72; uma sequéncia de espacos de Banach. Os espagos vetoriais

[@x] () 2 € Xyolim ] = 0)
J

o

[@Xj] = {(z;)7Z - x; € Xj,sup ||z < oo},
J
loo

munidos da norma

1(z)521 1l = sup [l ],
J

sao espagos de Banach, chamados soma cy e soma £, da sequéncia (X;)Z,, respectiva-
mente. O espago vetorial

[@Xj] = {(%)j’il cxp € X5,y < OO},
=1 1y

j=1

munido da norma
|(z)724]] = ZH%H

também é um espago de Banach, chamado soma ¢; da sequéncia (X j);’il. Essas definicoes
podem ser encontradas em [19].
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De acordo com M. Martin, T. Oikhberg [21] e P. Wojtaszczyk [32], a propriedade
alternativa de Daugavet e a propriedade de Daugavet possuem as seguintes propriedades
de estabilidade sobre somas ¢y e fo:

0 @]
j:1 loo / co
somente se, X, tem a propriedade alternativa de Daugavet para todo j € N.
(ii) [@ Xj] ou [@ Xj] tem a propriedade de Daugavet se cada X; tem
Jj=1 oo J=1 co

a propriedade de Daugavet.

o0
ou [@ X j] tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e
7j=1

Mostraremos que a PDP e a APDP também sao estaveis sobre somas ¢y e fo,. Tal
resultado foi tomado de [10] e [28].

Para apresentar os dois resultados principais deste capitulo precisaremos do seguinte
lema.

Lema 5.0.1. Sejam (Xj)‘;il uma sequéncia de espacos de Banach, X = [@ Xj]
Jj=1 Lo

ou

EBX]-] ou [@ Xj] e P:X,, = Xj, um polinémio fracamente com-
j=1 j=1

co %

pacto. Entao o polinomio Q) : X — X dado por

Q(x5)721) = 5o (P(x5,)),

onde i;, € a inclusao natural de X;, em X, € fracamente compacto.

Demonstracao. Seja (z,)py € Q(Bx) . Entao, para cada n € N, existe (:175,’5))::1 C By
tal que
(0,...,0, P(mjo (z)),0,...) = Q (z{) = 2, quando m — oo, (5.1)

onde 7, ¢ a projecao de X em X,. Dai,
P(mjo(z())) = 75 (@ (Igf))) — m;o(2,) quando m — oo.

Ja que mj,(z™) € Bx,, para todos m,n € N, temos

(M50 (2n)) ey € P(Bx;,) -

Como P é fracamente compacto, existe uma subsequéncia (7;,(2,, ))5e; fracamente con-

vergente, ou seja, existe yj;, € Xj, tal que, para todo ¢ € X7,

o(m0(2n,)) — ©(yj,) quando k — oo.
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Dado ¢ € X7, temos ¢ o1, € X7 . Portanto,

(¢ o4y 0mjy(2n,)) — (¥ 0ij,)(yj,) quando k — oo.

Agora por (5.1), toda entrada de z,, que nao estd na posigao jo-ésima é nula. Assim
ijo © Tjo(2n) = 2ny, » donde segue que

Y(2n,) — ¥(i,(y,)) quando k — oo.
Como ¢ € X* é qualquer, temos
Zny, l> 7;]'0 (yjo)'

Logo, pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.1.24), () é fracamente compacto. [

ééXJ%

Proposigao 5.0.2. Seja (X;)52, uma sequéncia de espagos de Banach. Entdo

j=1

ou

@Xj] tem a APDP (resp. a PDP) se, e somente se, X; tem a APDP (resp.
j=1

co

a PDP).

Demonstracao. Seja X = [@ Xj] . Suponhamos que X tenha a APDP e fixemos
j=1

Lo
Jo € N. Dado um polinomio fracamente compacto P : X;; — X, definamos o polinomio

Q@ : X — X por

Q((xj);il) = ijo(P(xjo))a
onde i, ¢ a inclusao natural de X;, em X. Entao () ¢ fracamente compacto pelo Lema
5.0.1. Além disso, ||Q|| = || P||- De fato,

1QIl = sup [|Q@)[| = sup [lijo(P(2))ll
Jall<1 Jall<1
= sup [[P(z, )]
Jall<1
< sup [|P(zg)]l = ([Pl
o ll<1

Por outro lado, dado z = (z;);2, € X, sejaz’ = (0,...,0,2;,,0...). Note que Q(z") = Q(x).
Dai,

[Pl = sup |[P(zj)ll = sup [[ij;, (P(x)))ll

llzjo lI<1 lljql1<1

= sup [[Q(=)]]

fl=]|<1

= sup [|Q(z)]

=<1

< ||81H151 Q)]

= @l



Como X tem a APDP e () é fracamente compacto, entao ) satisfaz (ADE). Assim,

L<1+[PI| = 1+]|Ql = max||7dx +wQ|

= maX{maX{| sup |zj, +wP ()|l sup {[;]] 3j7éj0}}}

weT | 1<1 fl; <1

= max{ sup ||$j0+wp($jo)||}

llzjo lI<1

= max”[dx —i—wPH.
weT J0

Ou seja, P satisfaz (ADE). Logo X, tem a APDP.
A demostragao de que “se X tem a PDP entao X, tem a PDP” ¢é andloga, basta
apenas desconsiderar o escalar w sendo multiplicado por P e () na iltima parte da prova.
Reciprocamente, suponhamos que cada X; tem a APDP. Usaremos a Proposicao 3.0.4
para provar que X tem a APDP. Sejam p € P(X) com |]p[| = 1, y = (y;);2, € Sx e
0 <e < 1. Como |ly|| =1 entdo existe jo € N tal que ||y;,|| > 1 —¢/2, e como |p]| =1e

g/2
=——7>0
S D5 e
existe z = (z;);2; € Bx tal que
1—¢
>1—¢gpg=——=.
o) > 1=

Definamos o polinémio ¢ : X, — K por ¢(zj,) = p(z +1;,(z;, — 2;,)) para cada z;, € Xj,.
Note que ||p|| > ||g||- De fato,

lgll = sup |q(zj)| = sup |[p(z 4 ij (x5 — 2j))]

o ll<1 lzjo ll<1

< sup |p(x)] = |pl.
lzl|<1

Assim,

L= |lpll = llqll > lq(zj,)| = |p(2)| > L-c

e s = z .
pll > llall > la(zj, p )

Como X, tem a APDP entdo, pela Proposicao 3.0.4 com q/||qll, vj,/llvjoll € €/2, existem
wy,we €T e :1:?0 S BX].O tais que

€
>2——.
2

Yio

q /0 €
Rewj——(z:)>1—= e H
" 2 1950

[lqll

-
Definindo zg = 2 + ij,(z, — 2;,), temos zy € By,
€
Rewp(zg) = Rewlq(xgo) > (1 — 5) lgll >1—¢
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ly +wazol| > Ilyjo + wal |
Yio H Yio
> — Y
H ||y]0|| ||yjo|| %

> 2———( 561

5 19
> 2—— — =

2 2
= 2—c¢.

Portanto, pela Proposicao 3.0.4, X tem a APDP.

A demostragao de que “se cada X; tem a PDP entao X tem a PDP” é andloga. Para
tanto, basta utilizar a Proposicao 3.0.3 e teriamos w; = wy ao longo da prova.

O argumento para a soma ¢y € 0 mesmo. m

Observacao 5.0.3. Seja X um espago de Banach. Tomando X; = X para todo j € N
na proposi¢ao anterior, temos que loo(X) € co(X) tém a APDP (resp. PDP) se, e sd se,
X tem a APDP (resp. PDP), pois

X) = [éx] :

loo

-]
=1 1,
M. Martin, T. Oikhberg [21] e P. Wojtaszczyk [32] também provaram que a propriedade

de Daugavet e a propriedade alternativa de Daugavet satisfazem as seguintes propriedades
de estabilidade sobre somas ¢;:

(i) EB X;| tem a propriedade de Daugavet se cada X; tem a propriedade de Dau-

Lj=1 44
gavet.

(ii) @Xj tem a propriedade alternativa de Daugavet se, e somente se, cada X;

Lj=1 do
tem a proprledade alternativa de Daugavet.

Provaremos a seguir que a PDP e a APDP também possuem uma certa estabilidade sobre
somas /1. Este resultado foi obtido por E. R. Santos [28].

Proposicao 5.0.4. Seja (X;)72, uma sequéncia de espagos de Banach. Se [@X]
¢

Jj=1 )

tem a PDP (resp. APDP), entdo cada X; tem a PDP (resp. APDP).

Demonstracdao. Seja X = [@ Xj] . Suponhamos que X tenha a PDP e fixemos j; € N.

15
Dado um polinémio fracamente compacto P : X;; — X, definamos o polinomio ) : X —

X por
Q((5)521) = 150 (P(255)),
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onde i, ¢ a inclusao natural de X;, em X. Pelo Lema 5.0.1, () ¢ fracamente compacto.
Além disso, ||P|| = ||Q||. Como X tem a PDP, pela Proposicao 2.2.1,

|Q = sup Re V(Q).

Assim, dado € > 0, existem (7;)72, € Sx e (z}) € Sx» = S[GBQOIX*] tais que
=15 lose

ij(:c]) =1le
QI — & < Re(27)[Q((x;)721)]-

Note que

oo o0 o

1 = Zx;‘(mj) = Re (Zm}‘(m])) = ZReaZ’;(:ﬁj)
j=1 Jj=1 Jj=1
oo o0 o0
< D Il < Yo lllall < Y llall = 1.

j=1 j=1 j=1

Entao
Rea (o) = llj, [l |2l
Logo,
125 [lljo | = Rea, (a50) < [, (o) | < [l [[lljo -

*

ou seja, Im (77 (zj,)) = 0, e portanto,

*

2% Mzl = Rea (21) = 2, ().

Por definicio, P = Py+P,+---+ P, com P, € P(*X

Jonjo)' Como ||x;0|| <le ijoH <1
entao

[Pl —e = QI — e < Re(})[Q(x;);]
= Re (l‘; [ijo(P(xjo))]

= Reuz;

= Rexj (Po(zj,) + -+ Pulzj,))

= Rexj (Fo(zj,)) + -+ Rexj (Puly,))
- Re:c’;-o(PO(xjo)) L Rex;fo(Pn(a:jO))
B |27, [EaniEaN

|
) )
15 | [l | [l | 15
= Re—% (P( 20 )) < supReV(P).
255 1255

Pela Proposicao 2.2.1, P satisfaz (DE), e assim X}, tem a PDP.
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Agora suponhamos que X tenha a APDP e fixemos jo € N. Seja P : X, — X, um
polinémio nao nulo fracamente compacto. Definamos ) : X — X por

Q((l‘o)]oi1> = ijo(P(xjo))a

onde %, ¢ inclusao natural de X, em X. Entao ) é um polinémio nao nulo fracamente
compacto e ||P|| = ||Q]|. Portanto @ satisfaz (ADE), ou seja, existe w € T tal que w@
satisfaz (DE). De modo andlogo a primeira parte da prova, temos que wP satisfaz (DE)
e, portanto, P satisfaz (ADE). Logo, X, tem a APDP. ]

Exemplo 5.0.5. No caso de espacos de Banach complexos, nao € verdade que [@ Xj]
Jj=1 )
tem a APDP se todo X; tem a APDP. De fato, C tem a APDP pelo Exemplo 3.0.2, mas
Pbc
j=1

4L(C) = nao tem a APDP pelo Exemplo 4.0.11.

l1
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