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RESUMO

Neste trabalho, estudamos algumas nocoes bésicas da area de topologia algébrica, com
o enfoque em homologia singular. Apresentaremos um importante resultado, a sequéncia de
Mayer-Vietoris, e calcularemos com essa ferramenta os grupos de homologia singular de alguns
espacos topologicos.

Palavras-chave: Simplexo. Homologia Singular. Sequéncia de Mayer-Vietoris.
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1. INTRODUCAO

A Topologia Algébrica é um ramo bastante interessante da Matematica que estd na interse-
cdo da Algebra e da Geometria e possui aplicacbes em diversas dreas da Matematica, tais como
Geometria Diferencial, Teoria dos Nos e também na Matematica Aplicada como, por exemplo,
na Computacao Grafica. Assim, nao obstante o fato de a Topologia Algébrica ser um campo
abstrato da Matematica, ela tem um grande niimero de aplica¢des dentro e fora da Matemética.
Assim, aplica-se a vérias areas.

A Topologia Geral foi fortemente influenciada pela teoria geral dos conjuntos desenvolvida
por Georg Cantor, por volta de 1880, e espacos métricos por Maurice Frechet em 1906.

Embora as origens histéricas da Topologia Algébrica sdo um pouco diferentes, a Topologia
Algébrica e a Topologia Geral tém um objetivo em comum: determinar a natureza dos espagos
topologicos por meio de propriedades que vao desde invaridncia até homeomorfismos.

A Topologia Algébrica descreve a estrutura de um espaco topologico por associa-
¢do com um sistema algébrico, normalmente um grupo ou uma seqiiéncia de grupos.
Desse modo, a Topologia Algébrica consiste em resolver problemas topologicos através
de métodos puramente algébricos e um conceito importante ¢ o de homologia singular.
(|1], 1978).

A teoria de homologia é um assunto importante na Topologia Algébrica, pois fornece um
método de associar a cada espaco topolégico uma categoria de grupos (ou, mais geralmente,
modulos), chamados de grupo de homologia desse espacgo, de modo que espagos homeomorfos
possuem grupos de homologia isomorfos ([4], 2012).

Este trabalho de conclusao de curso tem como finalidade abordar com mais profundidade
e detalhamento algumas ferramentas da teoria de homologia singular e aplica¢des, proporcio-
nando uma visao ampla da importancia dessa teoria.

No capitulo um, relatamos alguns resultados de fundamental importancia da area de algebra
homolégica essenciais para o desenvolvimento dos capitulos posteriores, destacamos a defini¢ao
de complexo de cadeia, aplicacao de cadeia e homomorfismo conectante. A principal referéncia
utilizada é [2].

No capitulo dois, apresentamos a definicao de homologia singular. Para tal teoria é neces-
sario a introducao do conceito de simplexo e operador bordo. Nesse capitulo exemplificamos a
homologia de um ponto. Além disso, apresentamos resultados que mostram que a homologia

singular é um invariante topologico e homotdpico. As principais referéncias desse capitulo sao
[1]. [4] e [5]-
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2 INTRODUGAO

No capitulo trés, apresentamos a sequéncia de Mayer-Vietoris. Além disso, calculamos a

homologia singular da S* e da figura oito. A principal referéncia desse capitulo é [5].
g g g
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA:
ALGEBRA HOMOLOGICA

Neste capitulo, relatamos alguns resultados de algebra homologica de fun-
damental importancia para o entendimento do trabalho. Destacamos, especial-
mente, a definicao de complexo de cadeias, aplicacao de cadeia e o homomorfismo

conectante. A principal referéncia utilizada é [2].

2.1 SEQUENCIA EXATA E SEMI-EXATA

Escrevemos uma sequéncia finita ou infinita de homomorfismos de R-moédulos da seguinte
forma:

s x Yy Sy

Desse modo, para cada modulo que nao esteja nos extremos da sequéncia, por exemplo, para o
Y desta sequéncia, existe um homomorfismo f chegando em Y e um homomorfismo ¢ saindo de
Y. Definimos f como sendo o homomorfismo de entrada e g como sendo o homomorfismo

de saida da sequéncia no médulo Y.

Definicao 1. Uma sequéncia exata de R-mddulos é como definida anteriormente, tal que a
imagem do homomorfismo de entrada coincide com o Kernel do homomorfismo de saida em

todos 0s modulos, exceto nos extremos da sequéncia.

Definicao 2. Toda sequéncia exata da forma

0—X -5y -%z-—0
serd chamada sequéncia exata curta.
Definicao 3. Uma sequéncia finita ou infinita
e xLy Sz

de homomorfismos de R-mddulos, é dita uma sequéncia semi-exata se, e somente se, a imagem
do homomorfismo de entrada estd contida no Kernel do homomorfismo de saida para todo

mddulo, exceto nos extremos da sequéncia (Im(f) C Ker(g)).

LICENCIATURA EM MATEMATICA



4 FUNDAMENTAGAO TEORICA: ALGEBRA HOMOLOGICA

A sequéncia é semi-exata se, e somente se, a composicao g o f de dois homomorfismos

consecutivos f e g na sequéncia ¢ o homomorfismo trivial.

Observacao 1. Toda sequéncia exata de homomorfismos de R-mddulos € semi-exata, mas nem

toda sequéncia semi-exata € exata.

Exemplo 1. Sejam A um submddulo de um R-mddulo X, isto €, A C B mas A # B, e

i: A— X o homomorfismo inclusao. Dessa forma, a sequéncia
i
0—A—X—0

é semi-exata mas nao € exata. O mddulo quociente QQ = X /A serve como uma medida do desvio

da ezatidado.

Definicao 4. Dada uma sequéncia semi-exata arbitrdria

C . x-Lyv Stz

de homomorfismos de R-mddulos, o mddulo quociente

Ker(g)/Im(f)

serd chamado mddulo derwado da sequéncia C' no modulo Y .

Proposicao 1. Uma sequéncia semi-exata de homomorfismos de R-mddulos € exata se, e so-

mente se, todos 0s seus mddulos derivados sao triviais.

Demonstracao: (=) Como a sequéncia é exata, segue que Ker(g) = Im(f). Assim,

Ker(g)/Im(f) = Im(f)/Im(f) = 0.

Portanto, todos os médulos derivados da sequéncia semi-exata sao triviais.

(<) Por hipotese temos que os modulos derivados sdo triviais, ou seja, Ker(g)/Im(f) = {0}.

Desta forma, Ker(g) = Im(f). Portanto, a eqiiéncia ¢é exata. O

2.2 COMPLEXO DE CADEIAS

Os modulos de uma sequéncia semi-exata C' sdo usualmente indexados por inteiros crescentes
ou por inteiros decrescentes. Se inteiros decrescentes sao usados como indices, a sequéncia semi-
exata C' é chamada Complexo de Cadeias (ou sequéncia baixa) e os homomorfismos em C,
serao denotados pelo simbolo 0 e indexados da mesma forma como nos modulos. Desse modo

um complexo de cadeias C' é da seguinte forma:

On+2 On+1 On On—1
C:...5C —C, = Ch_y — ...,

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



FUNDAMENTAGAO TEORICA: ALGEBRA HOMOLOGICA 5

com 0, 0 041 = 0.

Os elementos de C; sao chamados cadeias i-dimensionais de C' e os homomorfismos 0; sdo
chamados operadores bordo.
O Kernel de 0; é denotado por Z;(C') e chamado mddulo i-dimensional de ciclos de C. A

imagem de 0;41 em C; é denotada por B;(C) e é chamada médulo i-dimensional de bordos de

C.
Definicao 5. O mddulo quociente

(mddulo derivado de C' no médulo C;) é denominado Modulo de Homologia i-dimensional
de C.

2.3 APLICACAO DE CADEIAS

Definicao 6. Consideremos dois complexos de cadeias:

On On On On—
C:.. j Cn+1 —+1> C,—= Ch_1 Hl

’ ’ ’ /

a, a, o, a,_
D:. . 2D, 5D, D, = ..

Uma aplicagao de cadeias f : C —> D, ¢ uma familia de homomorfismos
f={fi:C; — D;JieZ}
de modulos sobre R, indexada por inteiros n € Z, tais que a relagao de comutatividade
Op o frn = fu_10 8;1

¢ verdadeira no diagrama abairo

para todo inteiron € 7.

Proposicao 2. Seja f : C — D uma aplicacio de cadeias. FEntdo, os homomorfismos
fi + C; — D; levam Z;(C) em Z;(D) e B;(C) em B;(D), ou melhor, levam Ker(0;) no
Ker(0;) e Im(di1) na Im(9,,).

Demonstracao: Considere o seguinte diagrama no qual todos os quadrados sao comutativos

LICENCIATURA EM MATEMATICA



6 FUNDAMENTAGAO TEORICA: ALGEBRA HOMOLOGICA

On On On On—
C e 2, n+1 i Cn > n—1 el Ce
fn-i—l fn fn—l
a, a, a, ,,_
D .. .. 2, Dn+1 + Dn > Dn—l =l c.

Seja z € Ker(0,), entdao 0,(z) = 0. Assim, temos que

fa1(0n(2)) = 0= (fa100,)(2) = 0= 9, 0 fu(2) = 0= 0 (fa(2)) = 0
= fu(2) € Ker(d)).

Por outro lado, suponhamos z € I'm(09,1), entdo existe w € Cp41 tal que 0,11(w) = z. Deste

modo, temos que:

fn(z) = fn<an+1(w)> = (fn © n+1)(w) = (8;1+1 © fn+1)(w) = a’;l,+1(fn+1(w))'

/

Portanto f,(2) € Im(0,,)- O

De acordo com a proposicao anterior, temos definido um homomorfismo

Hi(f): H;(C) — H;(D) dado por H;(f)(Z) = fi(2),

onde Z = z + Z;(C) e fi(z) = fi(z) + B;(C), dos modulos de homologia i-dimensionais H;(C') e
H;(D), que sera chamado de homomorfismo induzido i-dimensional de f.

Definicao 7. O homomorfismo idéntico 1 : C' — C' de um complexo de cadeias C' € a familia
i={in:Cp, — Cp/n e’}

de homomorfismos idénticos 1, dos modulos C,,.

Proposicao 3. Se i : C' — C ¢ o homomorfismo idéntico de um complexo de cadeias C,

entao H, (i) € o homomorfismo idéntico do mddulo H,(C), para todo n € Z.

Demonstracao: Temos que i : C' — C' e i, : C,, — C,,. Desse modo,

H,(i) : Hy(C) — H,(C)
Z— H,(i)(Z) = in(2) = Z.

Portanto, H,(i) = idg, (C). O

Consideremos agora f : C' — D e g : D — E homomorfismos de complexos de cadeias.

Entao a famfilia

é um homomorfismo do complexo de cadeias C no complexo de cadeias F. Esse homomorfismo
h :C — FE ¢é chamado composi¢cao dos homomorfismos f:C — Deg: D — E, e

serd denotado por

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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gof:C— FE.

Proposicao 4. Se f : C — D e g : D — E sao homomorfismos de complexos de cadeias,

entao

H,(go f)= Hn(g) o Ha(f)

para todo inteiron € Z.

Demonstrag¢ao: Suponhamos 7,, € H,(C). Assim, T, = x,, + B,(C). Entao
Hy (g0 f)(@n) = (gn © fo)(zn) + Bu(E) (1)

Por outro lado,

Ho(g) o Ho(f) (@) = Ho(9)(Ha(f) (@) = Hu(g)(fu(2n) + Bu(D)) = gn(ful2n) + Bu(D)) =
= gn(fn(zn)) + Bu(E) = (gn © fo)(@n) + Bu(E). (11)

Por (I) e (I1), temos que H,(go f) = H,(g) o H,(f). O

Definigcao 8. Chamamos de complexo de cadeias trivial, um complexo de cadeias O, tal que,

para todo n € Z, tem-se que O, = {0}.

Definicao 9. Um homomorfismo trivial de um complexo de cadeias C' em um complexo de
cadeias D € o homomorfismo h : C — D tal que h, é o homomorfismo trivial do maodulo C,,

no modulo D,,, para todo n € Z.

Proposicao 5. Se h : C' — D ¢é o homomorfismo trivial de um complexo de cadeias C' no

complezo de cadetas D, entao
H,(h): H,(C) — H,(D)
¢ 0 homomorfismo trivial para todon € 7.
Demonstracao: Seja z € H,(C), entao
H,(h)(Z) = hn(z) = 0.
Logo, H,(h) é o homomorfismo trivial para todo n € Z. U

Definicao 10. Dois homomorfismos f,g : C' — D de um complezo de cadeias C' em um
complexo de cadeias D sao ditos homotdpicos se, e somente se, existe uma familia de homo-

morfismos
h = {hn : Cn — Dn+1/77/ € Z}
tal que, para todon € 7,

an—&—l o hn + hn—l o a;L - fn — Ggn

LICENCIATURA EM MATEMATICA



8 FUNDAMENTAGAO TEORICA: ALGEBRA HOMOLOGICA

conforme indica o sequinte diagrama:

Cn ha Dn+1
N
an gn an+1
Cn— 1 By Dn

A familia h descrita acima, é chamada uma homotopia (ou uma homotopia de cadeias) entre

0s homomorfismos f e g. Em simbolos

h:f~qg:C— D.

Proposicao 6. Se duas aplicacoes de cadeias f,g : C — D de complexos de cadeias sdao

homotopicas, entao

para todo inteiro n € 7.

Demonstracao: Sejam h : f ~¢g: C — D e x € H,(C). Suponhamos z € Z,(C), tal
que p(z) = z, onde p denota a proje¢ao natural do moédulo Z,(C) sobre seu modulo quociente
H,(C). Entao

Fa(2) = gn(2) = Onsa[hn(2)] + hn1[0,(2)] = O [(2)]

com 9, (z) = 0. Como I[h,(z)] € B,(D), temos

Portanto, como x é um elemento arbitrario de H, (C'), temos que H,(f) = H,(g). O

Lema 1. Seja 0 — C DB 0 uma sequéncia exata curta de um complexo de

cadeias. Para todo inteiron € 7, a sequéncia

H,(C) ™0 (D) ™9 H,(E)
de R-mddulos de homologia é exata.
Demonstragao: Como go f = 0, segue que

H,(g) o Hu(f) = Hn(go f) =
Assim,

Im[H,(f)] € Ker[Hn(g)], (1)

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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para todo n € Z. Agora, para provarmos a outra inclusdo, consideremos o € Ker[H,(g)],
a=z=z+ B,(D);z € Z,(D), sendo Z,(D) C D,,. Desse modo,

[Hu(9)l(a) = 0= [Ha(9))(Z) = gn(2) =0,

temos que g,(z) € B,(E) = Im(dp11) € OFy : Epyy — E,.

Considere o diagrama:

Jnt1 In+1
> Dn+1

- Byt — 0

0 —— Chna

C D E
an—i—l an—i—l 8n-l—l

0o—w ¢, I p 9, g .

Como as linhas sao sequéncias exatas, sabemos que g, .1 é epimorfismo. Entao, existe x € D, 1,

tal que gni1(2) = y. Logo,

gn(2 = 0721 (2)) = gn(2) = 9 (041(2)) = gn(2) — 01 (Gnr1(2)) = gn(2) — Ops (y) =
= af+1<y) - afﬂ(y) =0

Portanto, z — 82, € Ker(g,) = Im(f,). Assim, existe w € C, com f,(w) = z — 02, (x).

Entao
faal0F (w)] = 07 (falw)) = 87 (2 — 971 (x)) = 97 (2) = 0.

Como f, 1 é monomorfismo, segue que d(w) = 0 e assim w € Ker(9S) = Z,(C).

Agora, seja p a projecao natural do moédulo Z,(C') no seu moédulo quociente H,(C').

P Zn(C) — Zu(C)/Bn(C) = Ho(C)
w— p(w) =w € H,(C)

Temos que [H,(g9)](«) = 0, entdo o € Im(H,(f)). Como o = [H,(f)](w) e Z = f,(w), podemos
concluir que f,(w)—z € B,(D). Logo, z = ae 9., € B,(D) = Im(dL, ). Desse modo, temos

fa(w) =2 —=07,(z) € a =7 = 2+ Im(9;),)

Portanto, f,(w) =% e H,(f)(w) = a. Assim,
Ker[Hn(g)] C Im[Hn(f)] (11)

Por (I) e (I1), temos que Im[H,(f)] = Ker[H,(g)]- O

LICENCIATURA EM MATEMATICA



10 FUNDAMENTAGAO TEORICA: ALGEBRA HOMOLOGICA

2.4 HOMOMORFISMO CONECTANTE

Consideremos agora o seguinte diagrama de complexos de cadeias:

onde cada linha é exata.

Suponhamos z € Ker(d.) C E,. Como g, é sobrejetora, existe y € D, tal que g,(y) = 2.
Temos assim que 9,,(y) € D,_1. Mostra-se que J,(y) € Ker(gn_1) = Im(f,_1). Assim 3z €
Ch1 tal que f,_1(2) = 0., (y). Mostra-se que z € Ker(9,_1).

Entao, definimos:
JANE Hn(E) — Hn_l(C)
Z=2+1Im(0,,,) — AE) =T =z + Im(0,).

A esta bem definido e é um homomorfismo.(Ver Lemas 6.6, 6.7 e 6.8 das paginas 48 e 49 da
referéncia [2].)
Este homomorfismo A : H,(E) — H,,_1(C), construido para cada inteiro n, serd chamado

de homomorfismo conectante.

Teorema 1. Considere um sequéncia exata curta
0—C-LD%E——0

de complexos de cadeias. Entao, a sequéncia exata longa de homologia

Hn(f)

e Hy(0) "W g (D) 9 (B 2 |, () Y

H, (D) — ..

¢ exata.
Demonstracao: Temos que Im(H,(f)) = Ker(H,(g)), para todo n € Z. Resta mostrarmos
que

(i)Im(Hn(g)) = Ker(A) e (it)Im(A) = Ker(Hn1(f))

(1) Consideremos a sequéncia de homologia

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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29 H(B) 25 Hy 1 (C)

Seja o € Im(H,(g)) C H,(F). Entdo o = H,(g)(5) tal que g € H, (D).

Assim, 3 = z + B,(D),z € Z,(D). Logo, 0,(z) = 0. Logo, existe v = 0 € C,_; tal que
fu_1(v) = 0 = 9,(2). Usando este fato e a definicio de A mostra-se que A(a) = 0 e assim
Im(H,(g9)) C Ker(A).

Para mostrarmos a outra inclusdo, seja o € Ker(A) C H,(F). Assim, a = z + B,(F)
tal que z € Z,(F). Usando a definigdo de A(«) existem u € D,,v € C,_1 com g,(u) = z e
faoi(v) = 0, (u) tal que A(a) =T = v + B,_1(C) = 0. Desse modo, v € B,_,(C) e existe
w € C, com Op_1(w) = 0. Sejay =u— fo(w) € Dy, e f=y+ B,i1(D). Mostra-se que
H,(9)(B) = a. Assim, o € Im(H,(g)).

De forma analoga podemos demonstrar (/1). O

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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3. A DEFINICAO DA HoOMOLOGIA
SINGULAR

Neste capitulo, relatamos alguns resultados de fundamental importancia para
o calculo dos grupos de homologia. Destacamos, especialmente, a definicao de sim-
plexo, homologia singular e equivaléncia de homotopia. Para o leitor nao habituado
a teoria de modulos, pré-requesito para o entendimento do capitulo, sugerimos [2].

As principais referéncias desse capitulo sao [1], [4] e [5].

3.1 SIMPLEXO

Definicao 11. Sejam a,b € R", 0o segmento de reta com ponto inicial a e ponto final b € o
subcongunto [a,b] = {(1 —t)a+0bt,0 <t <1} C R™

Definic¢ao 12. O subconjunto X C R™ € convexo se para quaisquer a,b € X, temos [a,b] C X.

I

Convexo Nao convexo

Definicao 13. Seja X C R", chamamos de fecho convexo de X a intersecao de todos os

subconjuntos converos de R™ que contém X.

Definicao 14. Um p-simplexo s do R™ é o fecho convero de uma colegio de (p + 1) pon-
tos {xo,x1,...,2,} no R, onde cada xy, — xo,...,x, — xo formam um conjunto linearmente

independente. Os elementos xo,x1,...,x, sao chamados vértices de s.

Exemplo 2. Os 0-simplexos sao os pontos do R"™, os 1-simplexos sdo segmentos de reta do
R", os 2-simplexos sao tridngulos do R™ com sua fronteira e seu interior e os 3-simplexos sao

tretraedros do R"™ com sua fronteira e seu interior, como podemos visualizar na figura a sequir.
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X
X, 3
TN A ‘ i
XO
XO XO X1 X

. X1
. 1
0-simplexo  1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo
Proposicao 7. Seja xg,x1, - ,x, C R". As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) O conjunto {x1 — xo,--- ,x, — To} € linearmente independente;
ii) Se
p p p p
YRR SIS SIS yi
i=0 i=0 i=0 i=0
entao s; =t;, parat=20,--- p.
Demonstracgao:

p p p p
(Z) = (ZZ) Se Z SiT; = Ztixi e Z S; = Zti’ entao
i=0 i=0 i=0 i=0

=0 i=0 i=0
p
= Z(SZ tl)(ﬂfl — .1'0).
=1
Por i) temos que o conjunto {z; — zo,...,x, — o} ¢ linearmente independente, logo s; = t;

p p
para ¢ = 1,...,p. Finalmente, isso implica sq = ¢y, desde que Z S; = Zti'
=0

=0
p

p p
(17) = (i) Se Z(tl)(xl — o) = 0, entao Ztixi = <Z ti) To, OU seja,
i=1 i=1 i=1

toro +tixy + - +tpr, = (to+t1 + - +tp)xo + 01 + - - - + 0y,
sendo to+t1+---+1t, = (to+t1+---+1t,) +0+---+0. Assim por (i7) os coeficientes t1,...,t,
todos devem ser zero. Isso prova a independéncia linear do conjunto {zy —z¢, - ,z, —xo}. O
Coroléario 1. Se o p-simplezo s € o fecho convexo de {xo,--- ,x,} entdo todo ponto de s tem

p
uma tnica representacao da forma Ztix” onde t; > 0, para todo i e > t; = 1.
i=0

Demonstracao: Considere

s = {itixi e R"
i=0

O conjunto s é convexo.

1=0
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P

p p p
De fato, sejam p,q € s, entao p = Ztixi,q = Zsixi, tal que Zti = Zsi = 1,
i=0 i=0 i=0 i=0
s; 2 0,t; > 0.
Considere o segmento de reta, tp + (1 —t)q,0 <t < 1, entao

tp+(1—t)g=t (i tx) + (1 —1) (i Sm> = zp:(tti +(1—t)s;)z; €5,

i=0 i=0 i=0
pois
p p p
Dttt (I—t)s) =ty ti+(1—1)> si=t1+(1—t)1=1ett;+(1—1)s; > 0.
=0 i=0 =0
Note que s é o fecho convexo do conjunto {xg,x1,--- ,x,}. Portanto, se o p-simplexo de s é
o fécho convexo de {zg,z1,---,x,} entao, pela proposicao anterior, todo ponto de s tem uma
p P
unica representacao da forma Z t;x;, onde t; > 0, para todo i e Z t;, = 1. .
=0 i=0
Definicao 15. O p-simplezo o0, do RPYY com wértices x, = (1,0,---,0),

zy =(0,1,0,---,0),--- ,2, = (0,---,0,1), é denominado o p-simplexo padrao.

Observagao 2. O p-simplexo padrio o, € o conjunto de todos os pontos (to,t1,- -+ ,t,) € RPTL,
p
com Zti =1et; >0, para cada 1.
i=0
Exemplo 3. O 0-simplexo padrao oy é o conjunto formado pelo elemento 1 € R, o 1-simplezxo
padrao oy € o conjunto {(to,tl) € IRQ{ Sti=1,t;> 0} e 0 2-simplexo padrao oo € 0 conjunto
{(to, t1,t2) € H??" Sti=1,t;> 0}, como visualizados na figura a sequir.

—
XO=1 Xo
0-simplexo padréo 1-simplexo padrao 2-simplexo padréo

Observacao 3. Note que existem infinitos p-simplexos em R™, mas p-simplexo padrao existe

apenas um e tem representacdo em RPT e dimensao p.

Definicao 16. Se X ¢ um espaco topoldgico, um p—simplexo singular em X € uma aplicacao
continua ¢ : 0, — X. Os p—simplexos singulares sao também chamados de simplezos de

dimensao p.

Observagao 4. Denotemos C,,(X) o conjunto dos p-simplezos singulares de X.

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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Exemplo 4. Os 0-simplexos singulares podem ser identificados como pontos de X, os 1-
sitmplexos singulares podem ser identificados como caminhos de X e os 2-simplexos singulares

podem ser identificados em X, como na figura a sequir.

S

X4

Xo

7
/

Definicao 17. Para um espaco topologico X e um anel comutativo R, o R-mddulo das p-cadeias
singulares em X, S,(X), € o mddulo livre sobre R no qual a base B é um conjunto de todos os
p-simplezos singulares de X, isto é, B = Cp(X) = {¢ : 0, = X;¢ é um p-simplexo singular},
cuja notagao € S,(X) = (Cp(X)).

Observagao 5. Os elementos de S,(X) nao sao fungoes continuas de o, em X, sdo combi-
nagoes lineares formais com coeficientes no anel R, de fungoes continuas ¢ : 0, — X. Um

elemento de S,(X) tem a forma Zn¢¢, sendo ny inteiros e apenas um numero finito deles

[
nao nulos.

3.2 OPERADOR BORDO

Definicao 18. Se ¢ ¢ um p-simplexo singular em X (¢ : 0, — X) e i € um inteiro com

0 <i <p, definimos a i-ésima face de ¢ por Fi(¢), um (p — 1)-simplexo singular em X, por

Fi(¢)(to, -+ ,tp—1) = d(to, t1, -+ ,tic1, 0,85, -+ tpo1).

Exemplo 5. Na figura a sequir, ilustramos o caso p =2 e i = 2.
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Definicao 19. O operador bordo 0, : S,(X) — S,_1(X) € definido por
Op=Fy—F+F—-+(-1)"F, =) (-1)'F.
Proposicao 8. A composicao 0,—1 © 0, em

I
= Sp(X) B Sp1(X) = Spa(X) = -
se anula para todo p, ou seja, Op—1 00, = 0.

Demonstracgao: [5], Proposicao 1.3. O

Devido a proposigao anterior, temos que se X ¢ um espaco topologico, o complexo de cadeias
singular de X sobre o anel R é {S,(X)},>0 com aplicacoes 9, : S,(X) — Sp—1(X) (se p =0,
considere 0, = 0) :

19) 0

LR () S (X)) 2 S, (X)) T S (X)) D Sp(x) 2 o,

Definicao 20. Um elemento ¢ € S,(X) é um p-ciclo se 0,(c) = 0 e um elemento
d € Sy(X) € um p-bordo se existe e € Spi1(X) tal que d = Opi(e). Assim, Z,(X) =
= Ker 0, = {c € S,(X)|c é um p-ciclo} e By(X) =1Im O0py1 = {d € S,(X)|d é um p-bordo}.

Definicao 21. Seja X um espago topoldgico. Considere S,(X), 0, : Sp(X) = Sp—1(X), Z,(X)
e B,(X). O p-ésimo grupo de homologia singular de X, ¢

Ker 0 Z,(X
~Tm O BZ<(X§ = {F= et BlO)le € (X}

H,y(X)

3.3 A HOMOLOGIA DO PONTO

Seja X = {a} e R um anel comutativo com unidade. O conjunto dos n-simplexos singulares
de X & dado por Cy(X) = {¢ : 0, = X;¢ & continua}, ou seja, para cada p > 0 existe um
tnico p-simplexo singular e sera denotado por ¢,, isto é, C,(X) = {¢,}. Logo, S,(X) ~ R,
para todo n.

Observe que se p > 1, a i-ésima face de ¢, ¢ dada por F;(¢,) = ¢,_1, para todo i, pois
Fi(¢i) € Cp1(X) = {pp-1}. O operador bordo 9, : C,,(X) — C,_1(X) ¢é definido por

0pl0p) = D (1) Fipy = > (~ 1)1 = { 0, sepéimpar;

¢p—1, se p é par.
Logo, se p for impar, entdo d, : C,,(X) — C,—1(X) é o homomorfismo nulo e se p for par,
entao d, : Cp(X) = Cp—1(X) é um isomorfismo.
Note que Jy é o homomorfismo nulo. Assim,

_ Ker 9y  So(X)
HoX) =77 a, {0}

~ R.
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Se p > 0 e p é impar, entao p + 1 é par, entao

H(X) Ker 0,  Sp(X)

“ Ty 5,00 O

Se p >0 e p é par, entao p + 1 é impar, entao

H(X) — Ker 0, {0}

p( )_ Im 0p+1 - {O} = {O}

Portanto,

R, sep=0
(X) =
0, sep>0.

3.4 HOMOLOGIA SINGULAR NO NIVEL ZERO

Proposicao 9. Se X é um espago conexo por caminhos, nao vazio, entio Hy(X) ~ R, onde

R ¢ um anel comutativo com unidade.

Demonstacao: Considere o complexo de cadeias singular

. So(X)
T Ker 0y = Sp(X Hy(X) ~
emos que Ker dy = Sy(X) e assim Hy(X) Bo(X)
Vamos mostrar que gz(())?) ~ R.

Considere o R-homomorfismo f : So(X) — R definida por f (Z n¢¢> = Zn¢.
¢ ¢

Note que f é sobrejetora, pois dado n € R, escolha ¢ € Cy(X) entdo f(no) = n.
Seja d € Bo(X) = Im 0Oy, existe um e = ny¢y +naodo+ - - - +n,.¢, € S1(X) tal que 0y (e) = d,
onde n; € Re ¢; : 01 = [x9,21] — X sdo caminhos em X. Sejam a; = ¢;(zo) e b; = ¢;(x1),

parai=1,2,--- r. Note que 0;(¢;) = b; — a;. Entdo

d = 01(n1¢1 + nady + - + n,¢,) = n101(P1) + n201(¢2) + - - - + 1,01 ()
=ny(by — a1) + na(by —az) + -+ + n.(b, — a,)

= ’I’lel —nia; + ngbg — NoQg + -+ + ’I’Lrbr — NyQy.

Assim,

f(d) = f(nibi —niay + naby — ngag + - - - + nyby — nyay)
:(711—n1)+(n2—n2)+---+(nr—nr):()
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Portanto, d € Kerf, ou seja, By(X) C Kerf.

Agora, seja y € Kerf. Desse modo, y = ny¢y + naga + -+ - + n,. ¢, € So(X), tal que f(y) =
ni+ns+---+n, =0. Note que ¢; : 09 = {zo} = {1} — X sio pontos em X. Para facilitar,
denotemos ¢;(1) = w;. Desse modo, y = n1¢1 + nade + - - - + npdp = Nywy + nows + - - - + NpW,.
Fixe um ponto a € X e, como por hipotese, X é conexo por caminhos, sejam ¢; : [xg, 1] = X

caminhos unindo a aos pontos wy, isto &, ¢;(xg) = a e ¢;(xr1) = w;, para todoi =1,--- r.
Considere e = ny¢y + naogs + -+ - + n,0. € S1(X) e mostremos que 0;(e) = y.
De fato,

oi(e) = O1(n1¢y + nady + -+ + 1y 9y)
=n101(¢1) + n201(¢2) + -+ - + 01 (¢r)
=ni(wy —a) + na(wg —a) + -+ + n.(w, — a)
=njwy + nowg + - + nyw, — (N +ng + - - +ny)a
=nwy + nows + - - + nyw, — f(y)a
= nqwy + nawy + - - - + n,w, — 0.a

=nNiw1 + oWz + -+ +NpWr =Y

Portanto, y € By(X), ou seja, Kerf C By(X). Logo, By(X) = Kerf.

Segue do teorema do isomorfismo de R-mo6dulos que

So(X) _ S(X) ~ R
By(X) kerf —

Hy(X) ~

Exemplo 6. O toro é um espago conexo por caminhos, logo Hy(X) ~ R.

Lema 2. H;, (> C*) ~ > Hi(C?).

Demonstagao: Note que pela definicao de complexo de cadeias > C* temos

2 (3007) =322 e B (Yo 0%) = So(Bu(C)

Assim sendo
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() =

0

Proposicao 10. Se X ¢ um espaco topoldgico e {X, : a« € A} sao componentes conexas por

caminhos de X, entao

Hy(X) = > Hi(Xa).

acA

Demonstracao: Existe um homomorfismo natural ¢ : Z Sk(Xa) — Sk(X) dado por
acA

() eea) g

Como os grupos envolvidos sao abelianos livres, ¢ deve ser um monomorfismo.
Mostremos que v é também um epimorfismo.

De fato, seja ¢ € Si(X), observe primeiro que
oo — X

¢ um k-simplexo singular, entdo ¢(oy) esta contido em algum X,, porque o é conexo por
caminhos e ¢ é continua. Assim, para qualquer um desses ¢ é associado um unico ¢, € S(X,)
com ¥(¢,) = ¢. Portanto, ¢ é um isomorfismo para cada k. Além disso, ¢ é uma aplicagio de

cadeias entre complexos de cadeias, de modo que

Hy(X) ~ H, (z s*<Xa>) .

aEA

Finalmente, segue do Lema 2 que

H, (Z S*(Xa)> ~ > Hi(Xa).

acA acA

O

Exemplo 7. Considere X como sendo a uniao de dois toros disjuntos, entao seque das propo-
sicoes 9 e 10 que Hy(X) ~ R® R.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



A DEFINIGAO DA HOMOLOGIA SINGULAR 21

3.5 HOMOMORFISMO INDUZIDO EM HOMOLOGIA

Sejam X, Y espacos topoloégicos e f : X — Y uma funcdo continua. Vamos definir um
homomorfismo induzido de f em homologia, isto é, f. : H,(X) — H,(Y).

Primeiramente, definiremos um homomorfismo f. entre os grupos de n-cadeias S, (X) e
Sp(Y). Como S,(X) e S,(Y) sdo grupos abelianos livres bastara definir a aplicacdo na base

Cr(X) de S, (X) e entao estender por linearidade.

Definicao 22. Dada f: X — Y continua, defintmos
fi 2 5n(X) = (Cn(X)) — Su(Y)
nos geradores, do sequinte modo:

peC(X)= fu(d)=fod:0,—=Y

(fopeC(Y)C S.(Y), n-simplezo singular em Y)

A extensao natural por linearidade para S, (X) € dada por

f# (anscb) =Y ns(foo).

(Fod)(x.)

(Fod)(x,)
(Fod)(x,)

fo¢

Observagao 6. {f.}, € uma aplicacio de cadeia entre os complexos de cadeias {S,(X)} e
{Sn(Y)}, isto €, fr00 =200 fu.

Proposicao 11. i) f.(Z,(X)) C Z,(Y)
i) f4(Bn(X)) C Bu(Y)

LICENCIATURA EM MATEMATICA



22 A DEFINICAO DA HOMOLOGIA SINGULAR

Demonstragio:
I) Seja
2 € fu(Zo(X)) =z = f4(c),c € Z,(X) = d(c) = 0.
Entao,
O(z) = 9(fy(c)) = f£(0(c)) = fx(0) =0 € Z,(Y).
IT) Seja

7€ f4(Bu(X)) = 7 = f4(c), c € Bu(X).

Entao, existe d € S,,41(X) tal que ¢ = 0,11(d). Logo,
r = f# o 8n+1(d) = 8n+1 e} f#(d) — I € BH(Y),

pois fu(d) € Sp+1(Y).
U

Corolario 2. A aplicagao fu = Su(X) — Su(Y) induz um homomorfismo bem definido
f:H(X)— HJY), isto é, f, : Hy(X) — H,(Y), para todo n.

Demonstracao: Seja

O
3.6 INVARIANCIA TOPOLOGICA E HOMOTOPICA
Teorema 2. Se X é um subconjunto convexo do R" (em particular se X = R"), entao
H,(X) =0 para todo p > 1.
Demonstracao: 5], 1.8. O

R, =0;
Corolario 3. H,(R") = ep ,
0, caso contrdrio
Demonstracao: Como R" é conexo, segue que Hy(R") ~ R. Além disso, H;(R") = 0 para

todo 7 > 1, uma vez que R™ é convexo. [l

Observacao 7. I) Se Id : X — X denota a identidade de X, entdo Id, : H,(X) — H,(X) é
o homomorfismo identidade, isto €, Id, = Idp(x).

II)Se f: X =Y eg:Y — Z sao fungoes continuas entao: (go f)s = gi © fu.
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Teorema 3. (Invaridncia topoldgica): Se f : X — Y € um homeomorfismo entio
fo: Ho(X) — H,(Y) é um isomorfismo para todo n.

Demonstracao: Como f é um homeomorfismo, entao f é bijetiva, continua e possui inversa
g=f"1:Y — X também continua. Assim go f = Idx e f o g = Idy. Sabemos que f, ¢ um
homomorfismo e (go f), = g. o f. e Id, = Idy(x). Logo, fiog. = (fog). =1d. = Iduwy) e
G0 fo = (9o f)s = Id, = Idy(x), isso mostra que f, é bijetora e g, é a inversa de f,, isto é,

(fo) t=g. = (f1),. Assim, f, é um isomorfismo. O

Definigao 23. Seja I o intervalo [0,1] dos nimeros reais, e sejam X, Y espagos topoldgicos e
fig: X =Y funcoes continuas. Dizemos que f e g sao homotopicas e denotamos f ~ g, se
existe uma funcdo continua F: X x I =Y, tal que F(x,0) = f(z) e F(x,1) = g(x), para todo
reX.

Observacao 8. A relagao de homotopia (~) é uma rela¢do de equivaléncia

Teorema 4. Se f,g: X — Y sao homotdpicas, entio f. = g. : Hy(X) — H,(Y), para todo n.
Demontragao: [5], 1.10. O
Definicao 24. Sejam f : X — Y e g : Y — X aplicacoes em espacos topoldgicos. Se
as composicoes fog e go [ sao cada uma homotopica a sua respectiva aplicagao tdentidade
(fog~Idy,gof ~ Idx), entdo f e g sao ditas inversas homotdpicas uma da outra. Uma apli-

cacao f: X — Y € chamada uma equivaléncia de homotopia se f tem uma inversa homotdpica,

isto €, existe g: Y — X tal que fog~ Idy ego f ~ Idy.

Exemplo 8. Se f é homeomorfismo, entao f é equivaléncia de homotopia.
De fato, sendo f um homeomorfismo, existe ¢ = f~'. Logo, fog = Idy ~ Idy e
gof:IdXNIdx.

Definicao 25. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que X e Y tem o mesmo tipo de

homotopia se existe f : X — Y equivaléncia de homotopia.

Exemplo 9. A circunferéncia S' tem o mesmo tipo de homotopia de R*\{0}.

Considere a aplicagcdo inclusio f : S1 — R2\{0} tal que f(u) = u e g : R*\{0} — S!
u

tal que g(u) = m Entao temos que (g o f)(u) = g(f(u)) = ﬁ = u = idg1 e
(fog)(w) = f(g(w) = fiy- Como [u, IITUH] C R2\{0}, para todo u € R*\{0}, pois ﬁ # 0, entdo

definimos H : R*\{0} x I — R*\{0} por H(z,t) = (1 — t)HuTH + tu. Entao, fog ~ idg2 o}-

-

Teorema 5. Se f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entdo f. : H,(X) — H,(Y) é

um isomorfismo, para cada n.

Demonstragao: Sendo f uma equivaléncia de homotopia, existe uma inversa homotopica
g de f. Logo, fog~ Idy e go f ~ Idy.

Pelo teorema anterior, (fog), = Id, e (go f). = Id,.

Assim, f,0g. = Id e g, o f, = Id, ou seja, g. = f .

Portanto , f, é um isomorfismo. O
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Definicao 26. Um espaco X € contrdtil se X tem mesmo tipo de homotopia de um ponto.

Podemos obter novamente os grupos de homologia de R" fazendo agora uso do conceito de

homotopia.

R, sep =0;

Proposigao 12. R" é contrdtil, n > 1 e H,(R") =
0, p>0.

Demonstragao: Devemos mostrar que R” tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto pg,
onde py € R™. Consideremos f : R" — {po}, tal que f(p) = po, para todo p e g : {po} — R,
tal que g(po) = yo-

Temos que fog=1Id,, ~ Id,,.

Agora, go f: R* — R", definida (g o f)(p) = g(po) = vo-

Consideremos K : R"x1 — R", dada por K (u,t) = (1—t)u+tyy, ondeu € R"et € I = [0, 1].

Temos K (u;0) =u = Idgn(u) e K(u;1) =y = (go f)(u).

Logo, go f ~ Idgn. Assim, f é uma equivalénica de homotopia.

Como f: R" — {po} é uma equivaléncia de homotopia, temos que f. : H.(R") — H.({po})

é isomorfismo.

R, sep=20;

. O
0, sep > 0.

Logo, considerando a homologia do ponto, obtemos H,(R") = {
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4. APLICACOES DA SEQUENCIA DE
MAYER-VIETORIS

O objetivo neste capitulo é demonstrar um importante resultado, a sequéncia
de Mayer Vietoris, que nos fornece uma técnica para calcular o grupo de homologia
de certos espagos topoldgicos. Para o leitor nao habituado a teoria de topologia,
sugerimos [3|, em especial para o entendimento da projecao estereografica, que uti-

lizaremos no exemplo 10. A principal referéncia desse capitulo é [5].

4.1 SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS

Sejam X um espaco topologico, U,V C X tais que X = Int(U) U Int(V) onde Int denota
o interior do conjunto. Denotaremos por U o par (U,V). Podemos associar & U um novo
complexo de cadeias SY(X) dado da seguinte forma:

Seja Cj(X) C Cp(X), onde ¢ € CJ(X) € um p-simplexo singular de X, ¢ : 0, = X, tal
que ¢(0,) C U ou ¢(0,) C V. Considere SJ(X) C S,(X) o R-modulo livre gerado por C)/(X),
cujos elementos sao somas formais ni¢; + nogy + - - - + n,.¢,., onde ¢ € Cg(X) en; € R, para
todo 1.

Consideremos 0, : Sp(X) — Sp_1(X). Se ¢ € SJ(X) entdo Fi(¢) : 0p-y — X & tal
que Fi(¢)(to, ..., tp—1) = (to,--+ ,ti=1,0,t;, -+ ,t,—1), que estd contido em U ou em V, pois
Im(F(9)) C 6.

Desde que o operador d, é a soma alternada das faces de ¢, temos que 9,(¢) € S;‘,J,I(X),
sempre que ¢ € S(X) e portanto 9,(S, (X)) C S5 1(X) e temos bem definido o operador
bordo:

Oy S (X) = S 1 (X).

Assim, temos o complexo de cadeias SY(X) , associado a corbetura U = (U, V) de X e

pode-se verificar que a aplicagdo inclusdao natural i : SY(X) — S.(X) é uma aplicagio de

cadeia.
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O R-mo6dulo de homologia de SY(X) é dado por

Hy)(X) = H,(S8, (X)) = s

Lema 3. Se U = (UV), com UV C X e X = Int(U) U Int(V), entao
iwp : Hy(SY (X)) = H,(X) € um isomorfismo, para cada p € N.

Demonstracao: 5], teorema 1.14.

Teorema 6. (Sequéncia de Mayer Vietoris) Sejam U,V subconjuntos de um espago topo-

logico X, tais que X = Int(U) U Int(V). Entao eziste uma sequéncia exata longa

B HUNV)S H(U)® Hy(V) S H(X) S Hy o (UNV) %
onde g.(x) = (ji(z), —73(x)), hu(y, 2) = 11.(y) +i2:(2) e A € 0 homomorfismo conectante com
UNV - U,jo:UNV = Vg : U — X,i5: V — X, denotando as inclusoes naturais.

Demonstracgao:

Sejam A" = {¢ : 0, — U : ¢ én-simplexo singular em U} e A" = {¢ : 0, — V :
¢ é n-simplexo singular em V'}.

Entdo, S,(U) = F'(A") ¢ o modulo livre gerado pord’, S,(V) = F'(A") é o médulo
livre gerado por A", S,(UNV) = F'(A N A") ¢ o médulo livre gerado por A' N A" e
SU(X)=F(A"UA") & o médulo livre gerado por A" U A",

Logo, existe um homomorfismo natural h : F(A) @ F(A") — F(A"U A"), definido por
h(a;, aj) =a; + a;/. Note que este homomorfismo A é um epimorfismo.

Por outro lado, existe um homomorfismo g : F(A'N A") — F(A") @ F(A"), definido por
g(b;) = (b;, —b;). Temos que g é monomorfismo e ho g = 0. Logo, Im(g) C Ker(h).

Mostremos que Ker(h) C Im(g).

Seja v = (3. mia;, Y mia;) € Ker(h). Se h(>. n;a;, > msa;) = 0, entdo

Znia; + Zmiag =0. (I)

Desde que os modulos envolvidos sao livres, temos (I) valida se, para cada n; nao nulo,
a;, = a , para algum j e, além disso, m; = —n;. Todos os coeficientes nao nulos m; devem
aparecer deste modo.

Assim, a; € A'N A", para todo i e, se x = 5 n;a; entdo S ma; = —1.

Assim,

:E—ana eF(ANA) eg(x (an “Zm’ ):

Portanto, Ker(h) C Im(g).

Temos que Im(g) = Ker(h) e a sequéncia exata:

0= FANAY S FAYaFA) L FA UA) >0
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Assim, obtemos a sequéncia exata

0= S,(UNV)%E S, (U) @ S, (V)% SV U A" 0.
p P p p

para cada p € N.

Desse modo, temos a sequéncia exata de complexos de cadeias:

0= S (UNV)S S(U)a S, (V) s sY(X) — 0.

Pelo teorema do homomorfismo conectante 1, tempos a seguinte sequéncia exata longa de

homologia:

A h

S HS.(UNV) S H(S.(U) D S.(V)) % Hy(SY(X)) S Hy 1 (S.(UNV))--

Pela definicao de complexos de cadeias, segue que

Hy(S.(U) @ 5.(V)) = Hy(5.(U)) @ Hp(5.(V)) = Hp(U) & Hp(V).

Além disso, pelo lema anterior,

Hy(S,(X)) = Hy(S.(X)) = H,y(X).

Portanto, temos a sequéncia exata longa

B H(U)NHL(V) S H(U)a (V)5 Hy(X) S Hy o (UNV) -

4.2 APLICACOES

R, sep=0,1;

Exemplo 10. Se X = S! entao H,(S') =
0, sep>1.

. 2 / ,
De fato, consideremos em S!, z como sendo o poélo sul, z° sendo o polo norte, x e y como

mostrados na figura.

z

Sejam U = S' —{z'} e V=8"—{z},U e V sdo abertoe UUV = X = S
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XQy X<>y X<>y
U Vv unv

Temos que UNV = S* — {2z, 2'}. Pelo teorema da sequéncia de Mayer-Vietoris, existe uma

sequéncia exata longa

oo HY(UNV) S Hy(U)SH(V) 25 Hi(SY) B Hy(UNV) S Ho(U)eHo(V) 23 Ho(SY) = 0 (1)

Pela projecio estereografica temos que U = S*—{z'} ¢ homeomorfo a R. Como R é contratil,

entao

R, sep=0
0, sep=#0.

Analogamente, temos

R, sep=20

0, sep#0.

Assim, H,(U) ® Hy(V) =0sep>0e Hy(U)® Hy(V) = R® R.

Sendo S! um espago conexo por caminhos, temos pela proposicao 9 que Hy(S') = R.

Como UNV = S —{z, z/} temos que U NV tem duas componentes conexas A e B. E pela
proposi¢ao 10 obtemos Hy(UNV) = R& R. Logo, Hy(U NV) = (Z; 7).

Logo a sequéncia ([) torna-se
0 H(SHY B ReRB ReRS R 50, (1D

sendo esta uma sequéncia exata, temos Ker(A) = I'm h, = {0}. Logo A ¢ injetora.

Segue que
Hy(S1) ~ Im(A) = Ker(g.) = Ker(ji, —j3) C Ho(UNV) = (Z;9)
Seja az + by € Ker(ji,—7J5),a,b € R, entdo

Jji(axz +by) =0

az+by € Ker(ji, —jz) = (71, —j2)(ax+by) = (ji(az+by), —js(ax+by)) = ~
js(aZ + by) =0

Temos que ji : Hy(UNV) — Hy(U).
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Além disso, ji(z) =7 e j5(y) =y =T em U, pois x —y = 01¢, onde ¢ é um 1-simplexo que

une o ponto x ao ponto y.
Logo, ji(az + by) = (a + b)Z.

Deste modo,
Jiaz+by)=(a+0)T=0<=a+b=0<+=a=—b.

De modo analégo,
Jo(az +by) = 0 <= a = —b.

Portanto, se (az + by) € Ker(j}, —j3); entdo

ar +by=ar —by=a(z —y) € (T —y) =R,

ou seja,
Ker(ji —Jj3) € (T —9) ~ R.

E claro que (7 — 9) C Ker(ji, —j3).
Desta forma, H,(51) ~ Ker(g.) = Ker(ji, —j3) ~ R.
Calculemos H,(S1), se p > 1.

Pela sequéncia de Mayer Vietoris, temos

o HY(U) @ Hy(V) = Hy(S1) = Hy (UNV) -+ — .

Como ja vimos,se p > 0 entao H,(U) = Hy(V) =0e UNV tem duas componentes conexas

por caminhos A e B, com A e B contrateis. Portanto, temos para p # 0,

H(UNV) = H,(A) & H,(B) = 0.

Como p > 1, temos p — 1 > 0. Portanto H,_;(U N'V) = 0. Desde modo, a sequéncia para
p>1¢é

0— Hy(S1) — 0.

Logo, H,(S51) =0, se p > 1.

R =0,1;
Portanto, H,(S') = ) SEPTERE
0, sep > 1.
Z, se p=0
Exemplo 11. Seja X =figura 8 e R = Z, entio H,(X) = Z®7Z, sep=1
0, sep > 1.

LICENCIATURA EM MATEMATICA



30 APLICAGOES DA SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS

Consideremos U = X — {z};V =X —{y} e UNV = X — {z,y} os subespagos de X.

Temos que U e V sao abertos, X = U U V. Deste modo, pelo Teorema da Sequéncia de

Mayer Vietoris, existe um sequéncia exata longa

B HUNV)S HU) e H (V) S H(X) S H (UNV) S ...

Sendo X conexo por caminhos, temos que Hy(X) = Z. Além disso, temos que U e V sdo

homotopicamente equivalentes a S*. Segue que,

7, se p=0,1;

Hp(U) = Hp(v) = Hp(Sl) - { 0 sep > 1.

Temos também que U NV tem o mesmo tipo de homotopia do ponto. Logo,

R, sep=0;

Hp(UﬂV):{ 0, sep=#0.

Desde modo, para p > 1, temos a sequéncia exata

o 0=H(U)® Hy (V)5 Hy(X) B Hy ((UNV) =0 ...,

ou seja, temos a sequéncia exata

0— H,(X)—0.

Portanto, H,(X) =0, se p > 1.
Falta calcular H;(X). Como U NV é conexo, segue que Hy(UNV) = Z.

Da sequéncia exata, obtemos:
LO0=H,UNV)->HU)eoH(V)=2867Z— H\(X)—> HUNV)=7Z—
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Podemos mostrar quer Ker(g,) = Ker(j5,—j35) =0.

De fato, como Ker(g.) é subgrupo de Ho(U N V') = Z, as possibilidades para Ker(g.), a
menos de isomorfismos, sdo Ker(g.) = Ker(j5,—j3) = {0}, isto é, g. é injetor, ou kZ, onde k
inteiro, k£ > 1, ou Z, quando g, é o homomorfismo nulo.Se

_ Hy(UnV) z

Ker(g.) = kZ = Im(g.) = T{g) =1z = Zy,

o grupo ciclico finito de ordem k.
Assim, 7 ~ Im(g,.) = Ker(h,) C Ho(U) ® Ho(V) =~ Z & Z; o que é uma contradigao pois

Z @ 7 nao tem elemento de ordem finita. Se

Ker(g.) = Z = Ker(h.) = Im(g.) = 0.

Logo,
Z®&7 HyU)® Ho(V)

L7~ =
© 0 Ker(h,)

~ Im(h,) = Hy(X) = Z,

pois h, é sobrejetora, isto é, obtemos Z & 7 ~ 7; o que é uma contradicao.
Portanto, a unica possibilidade é que Ker(g.) = Ker(ji, —js5) = 0, ou seja, g. é injetor.
Segue que, Im(A) = Ker(g.) = Ker(ji, —j5) = {0}, ou seja, A =0, onde A : H1(X) — Z.
Deste modo, Ker(A) = H(X). Porém,
Ker(A) = Im(hy) = Im(iy. +i9.) ~Z S Z,

porque h, 1= i1, + 2. é injetora visto que H,(UNV) = 0, uma vez que U NV contratil. Assim,

H{(X)~Imh,=Ker(A)~Z&Z.

Z, se p=0
Finalmente, H,(X)=¢ Z®Z, sen=1
0, sep > 1.
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