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Resumo

O presente trabalho traz a solução analítica e computacional para as ban-

das de energia de um sólido pela aproximação Tight Binding . Após uma breve

introdução com os principais conceitos de estado sólido, são desenvolvidos os

cálculos da relação de dispersão para a folha de grafeno in�nita. O pacote

PythTB em linguagem Python é utilizado para plotar e discutir as principais

características das bandas de energia do grafeno. Em seguida, são apresen-

tadas e discutidas as nano�tas de grafeno de borda zigzag e armchair, cujas

propriedades mais relevantes são obtidas a partir do grá�co das bandas de

energia. Por �m, é apresentada mais uma modi�cação de uma superfície de

grafeno, uma nano�ta com direção arbitrária.

Palavras-chave : Tight Binding. Grafeno. Nano�tas.
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Abstract

The present work presents the analytical and computational solution to the

energy bands of a solid by the Tight Binding approximation. After a brief intro-

duction to the basic solid state concepts, the dispersion relation calculations

for the in�nite graphene sheet are developed. The PythTB package is used to

plot and discuss the main characteristics of graphene energy bands. Next, the

zigzag and armchair edge graphene nanoribbons are presented and discussed,

and their most relevant properties are obtained from the energy band relation.

Finally, another modi�cation of a graphene surface is presented: an arbitrary

nanoribbon.

Key-words : Tight Binding. Graphene. Nanoribbons.
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1 Introdução

Um sistema físico é geralmente descrito a partir de equações diferenciais

ordinárias ou parciais. Na mecânica quântica, por exemplo, o princípio de in-

certeza e a dualidade onda partícula culminaram na descrição probabilística

pela Equação de Schrödinger, uma equação diferencial parcial de segunda

ordem [1]. Contudo, grande parte das equações de interesse não possuem

solução analítica ou são demasiado complicadas. Por isso, desde sempre os

físicos buscam aproximações que permitam solucionar casos especí�cos ou

obter propriedades do sistema de interesse. Um exemplo é a aproximação de

pequenas oscilações para o estudo do movimento de um pêndulo simples.

Em mecânica quântica, uma aproximação bastante comum é a discretiza-

ção da hamiltoniana a partir de uma base de funções, tornando um problema

de equações diferenciais em um problema de autovalores para as autoener-

gias. Nessa abordagem, é comum que termos de pouca contribuição sejam

tratados como perturbações, de modo que a hamiltoniana do problema ganha

a forma H 0 = H + �V , onde � é um parâmetro pequeno e V um potencial cuja

contribuição é su�cientemente pequena.

Nesse sentido, o método Tight Binding surgiu como ferramenta teórica vi-

sando solucionar as bandas de redes de materiais cuja interação entre cada

átomo e suas vizinhanças é pequena a ponto de poder ser tratada como per-

turbação, porém grande demais para ser ignorada. A hamiltoniana é discre-

tizada a partir de uma base de funções (para sólidos, em especí�co, utiliza-se

funções de Bloch) e os parâmetros de interação são adicionados como pertur-

bações para posteriormente resolver o problema de autovalores. [2]

Nos últimos anos, surgiram também várias ferramentas computacionais

cujos algoritmos são baseados no método Tight Binding e que permitem ob-

ter propriedades interessantes de sólidos a partir de códigos simples e rápi-

dos. Uma dessas ferramentas é o PythTB, em linguagem Python, que permite

construir e resolver as bandas de energia de sistemas de diferentes dimensões

como cristais e �tas. [3]

Um dos sistemas para o qual é possível aplicar o Tight Binding obtendo

bons resultados é o modelo da folha de grafeno, um �lme monocristalino de

poucos átomos de espessura e propriedades extraordinárias que renderam o
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Prêmio Nobel aos físicos Andre Geim e Konstantin Novoselov em 2010. Com

uma estrutura formada por átomos de carbono dispostos nos vértices de hexá-

gonos, o grafeno é um material �no, resistente, bom condutor de eletricidade e

de calor, com grande potencial de aplicação tecnológica e de grande interesse

cientí�co desde sua descoberta. [4]

Assim, a escolha do grafeno como objeto de estudo no presente trabalho

deu-se devido ao seu potencial tecnológico e, claro, à beleza da solução de

um problema com tantas propriedades surpreendentes. O desenvolvimento

do problema da folha in�nita de grafeno e de suas estruturas modi�cadas,

como as nano�tas, visam apresentar os principais conceitos necessários para

trabalhar a aproximação Tight Binding , assim como as ferramentas computa-

cionais mais básicas do PythTB .

O texto foi confeccionado de forma didática, com �guras e exemplos, có-

digos e cálculos detalhados, de modo que possa ser utilizado como material

de consulta pelos próximos alunos a ingressarem nesse grupo de pesquisa.

A literatura disponível sobre tais temas em geral pressupõe conhecimentos

avançados de física, o que pode se mostrar uma di�culdade a mais para os

estudantes iniciantes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Gerais

O presente trabalho visa compreender e reproduzir a solução do problema

do grafeno com diferentes modi�cações de sua estrutura a partir da aplicação

das técnicas de Tight Binding e a produção de um texto simples e completo a

ser utilizado por outros alunos do curso como material de consulta.

1.1.2 Especí�cos

� Aprender o formalismo da solução das bandas de energia;

� Aprender a programar em Python Tight Binding (PythTB);

� Reproduzir os resultados formais e computacionais do problema do gra-

feno com aproximação Tight Binding;

2



� Resolver formal e computacionalmente o problema do grafeno com modi-

�cações em sua estrutura, como adição de interações com vizinhos e as

nano�tas do tipo zigzag, armchair ou de borda arbitrária;

� Produzir um material acessível aos graduandos;

1.2 Metodologia

A metodologia empregada foi de pesquisa exploratória através de livros,

para aprender ferramentas de estado sólido, e de artigos, para aprender sobre

o grafeno e a solução dos problemas envolvendo folhas ou recortes de folhas de

grafeno. Também foi desenvolvido o estudo e aplicação dos códigos de PythTB

para casos mais simples e posteriormente para os problemas em estudo.

Dentre os artigos e livros lidos, foram utilizados os que mais se adequavam

à proposta do trabalho, quase todos em inglês. Terminada a fase de estudos,

foi desenvolvida uma pesquisa descritiva, produzindo um texto que apresenta

de forma minuciosa o assunto estudado.
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2 Referencial Teórico

2.1 A ascensão do Grafeno

O primeiro alótropo tridimensional de carbono utilizado pelo homem foi o

gra�te, descoberto no século XVI em uma mina perto de Borrowdale em Cum-

bria, na Inglaterra. Na época, pouco se sabia sobre a estrutura molecular no

material, e acreditavam se tratar de algum tipo de chumbo. Apenas no século

XVIII um farmacêutico chamado Carl W. Scheele descobriu que o gra�te era

formado por átomos de carbono. O nome gra�te veio com o químico Abraham

Gottlob Werner em 1789. Hoje sabe-se que o gra�te pode ser visto como um

empilhamento de folhas de grafeno unidas pela interação de Van der Waals.

Ainda em 1947, a estrutura das bandas de energia e das zonas de Brillouin

para o grafeno foram estudadas teoricamente e computacionalmente por Wal-

lace [5]. Sendo próximo ao gra�te, era considerado um semicondutor com

energia zero de ativação e a condutividade elétrica foi tratada a partir do con-

ceito de caminho livre.

As tentativas de sintetizar uma folha de grafeno se estenderam por déca-

das. Na década de 60, por exemplo, �lmes cristalinos �nos do material foram

sintetizados a partir da pirólise do metano em cristais quentes de níquel. Os

�lmes formados continham grandes regiões capazes de gerar padrões de difra-

ção de elétrons similares a cristais puros de grafeno, possibilitando o estudo

desse último [6]. Na década de 70, experiências com superfícies de cristal de

SiC produziram camadas de gra�te por evaporação do silício a partir de trata-

mento térmico [7].

Parentes próximos do grafeno, os fulerenos foram previstos teoricamente

em 1970 por Eiji Ozawa e descobertos experimentalmente em 1985 por Ro-

bert Curl, Harold Kroto e Richard Smalley [8]. Fulerenos, como o C60, são

formados substituindo alguns hexágonos por pentágonos numa folha de gra-

feno, resultando no formato esférico. Os nanotubos de carbono, por sua vez,

apareceram pela primeira vez em uma publicação de 1952 por cientistas so-

viéticos [9], mas apenas ganharam destaque com a publicação de 1991 de

Sumio Iijima [10].

Por muito tempo os cientistas não acreditaram que um dia se descobriria

um cristal bidimensional, em especial devido ao famoso Teorema de Mermin-
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Wagner , que dizia que devido a �utuações térmicas um cristal 2D derreteria a

qualquer temperatura diferente de zero, de modo que o grafeno era visto mais

como um exemplo teórico, não como um material que um dia seria de fato

sintetizado. [11]

Os trabalhos de Geim em 2004 com grafeno marcaram o início de uma nova

fase dos estudos em física da matéria condensada. Pela primeira vez haviam

isolado uma folha de grafeno. O artigo no qual a descoberta foi relatada, que

lhes renderia muito prestígio, explora ainda a dependência das propriedades

de uma camada única de átomos de carbono em disposição hexagonal com a

varição do potencial elétrico, tais como a condutividade e a resistividade do

material. Dados os bons resultados obtidos e a importância do controle das

propriedades eletrônicas a partir do potencial elétrico para a eletrônica, Geim

e Novoseloov receberam o prêmio Nobel da Física em 2010. [4]

Desde então, os trabalhos com grafeno se estenderam a várias áreas, em

especial à eletrônica, com o estudo de transistores [12] e ultracapacitores ba-

seados em grafeno [13].

Há duas maneiras de se produzir grafeno. A primeira, presente na pu-

blicação de Walt de Heer e Claire Berger de 2004, utiliza-se da exposição de

um cristal de SiC hexagonal crescido epitaxialmente a temperaturas de 1300oC

para evaporar o Si da superfície, deixando restar uma camada de átomos de

carbono que após o resfriamento forma uma ou duas camadas de grafeno.

Suas desvantagens são que a primeira camada está ligada fortemente ao subs-

trato, de modo que suas características se misturam com as do SiC. [14]

A segunda é por exfoliação mecânica de uma massa de gra�te sobre um

substrato. A técnica é repetida várias vezes, obtendo, na maioria das vezes,

pilhas de folhas de grafeno. Eventualmente, obtém-se uma folha única de gra-

feno. É um método mais simples e com bons resultados. Esfola-se um pedaço

de cristal de gra�te puro em uma superfície adesiva e com o auxílio de outra

�ta adesiva retira-se parte das camadas mais externas. Por �m, adiciona-se

um substrato de SiO2 e retira-se a superfície adesiva, restando uma ou algu-

mas folhas de grafeno. [15]

O interesse em desvendar suas propriedades ópticas levou a trabalhos so-

bre a in�uência da constante de estrutura �na (o parâmetro que descreve o

acoplamento entre os elétrons relativísticos e a luz) sobre a opacidade da folha

de grafeno em suspensão [16], e ao estudo e confecção de moduladores ópticos
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de alto desempenho compostos por uma dupla camada de grafeno. As dimen-

sões reduzidas e o baixo custo energético foram as vantagens apresentadas

pelo grafeno quando comparado à fotônica de silício [17].

Enquanto alguns estudos se debruçavam sobre as propriedades de trans-

porte quântico das folhas de grafeno [14], outros focavam no aproveitamento

prático de suas propriedades de condutividade elétrica a partir da incorpora-

ção de camadas homogêneas de grafeno sobre matrizes diversas, como polí-

meros [18].

Ainda hoje o grafeno é um campo rico de pesquisa. Novas propriedades

são compreendidas ou aplicadas todos os dias. Alguns exemplos de trabalhos

recentes sobre as propriedads do grafeno são o estudo da supercondutividade

não convencional intrínseca que aparece em retículos resultantes do empi-

lhamento de duas folhas de grafeno torcidas por um pequeno ângulo [19] e a

observação experimental de interferência do tipo Fabry-Pérot nas bordas de

uma região de sobreposição de uma bicamada de grafeno. [20]

2.2 O Método Tight Binding

Os primeiros trabalhos tratando de orbitais atômicos datam de 1928 por

Robert Mulliken, mesmo ano no qual B. N. Finklestein e G. E. Horowitz pro-

puseram a aproximação LCAO ( linear combination of atomic orbitals ou combi-

nação linear de orbitais atômicos) para sistemas de moléculas. [21]

Ainda nesse ano, F. Bloch foi responsável pela versão para sólidos da LCAO

[2]. Esse é considerado o nascimento do método tight binding . Contudo, o de-

senvolvimento formal do tight binding com parâmetros para potenciais perió-

dicos como conhecido atualmente deve-se a John Clarke Slater e George Fred

Koster em 1954. [22]

No modelo Tight Binding, considera-se que o cristal é formado por átomos

fracamente interagentes e que seus elétrons da última camada estão forte-

mente ligados ao átomo de origem. Contudo, em cristais reais a pequenez

das distâncias interatômicas pode tornar tal abordagem inútil, uma vez que

a proximidade dos átomos faz com que os elétrons de um sintam a presença

dos elétrons dos demais. [23]

No caso especí�co do grafeno a interação dos átomos com a vizinhança é

pequena o su�ciente para que a abordagem Tight Binding possua bons resul-
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tados. O equilíbrio entre um fator de sobreposição dos orbitais que é grande o

su�ciente para permitir correções de vizinhanças próximas mas pequeno em

demasio para inviabilizar a suposição de interação fraca permitem obter mui-

tas propriedades do grafeno com cálculos simples. [23]

No presente trabalho, em particular, a ferramenta computacional empre-

gada para o cálculo das bandas por tight binding é o pacote PythTB ou Python

tight binding que permite visualizar as bandas de energia apenas inserindo a

construção da base do material e seus parâmetros.[3]

Sua principal vantagem é o baixo custo computacional e os bons resulta-

dos para vários materiais de grande interesse como os alótropos do gra�te e

outros materiais baseados em carbono. A desvantagem é que para cristais que

descumpram a exigência de fraca interação com a vizinhança, o método pode

ser inviável.
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3 Aproximação Tight Binding aplicada ao grafeno

3.1 O Grafeno

O carbono é um átomo com 6 prótons, 6 elétrons e N nêutrons, onde N

pode ser 6 ou 7 resultando em isótopos estáveis ou 8 resultando no isótopo

radioativo C14 utilizado para datação histórica. Sua con�guração eletrônica é

1s22s22p2.[24]

Como o orbital 2p é mais energético que o orbital 2s é energeticamente

favorável que na última camada dois elétrons estejam no orbital 2s e dois

no orbital 2p. Contudo, no estado excitado (por exemplo, devido a uma ligação

covalente) há quatro estados quânticos equivalentes, j2si , j2px i , j2py i e j2pzi . A

sobreposição de j2si e nj2pi i leva ao estado de hibridização spn . [24]

No caso do grafeno, como se trata de um alótropo do gra�te, a hibridização

é da forma sp2, com a superposição de dois orbitais 2p e o 2s resultando em

três estados quânticos possíveis separados por ângulos de 120o:

jsp1i =
1

p
3

�
j2si �

p
2j2py i

�

jsp2i =
1

p
3

�
j2si +

p
6

2
j2px i +

p
2

2
j2py i

�

jsp3i =
1

p
3

�
� j 2si �

p
6

2
j2px i +

p
2

2
j2py i

�
:

(1)

Os átomos de carbono no grafeno possuem ligações � duplas e simples

alternadas no anel benzênico, que deveriam resultar em distâncias atômicas

carbono-carbono de 0:135nm e 0:147nm respectivamente. Contudo, a sobre-

posição das duas possibilidades resulta em uma medida real da separação

carbono-carbono de 0:142nm. Os três elétrons que formam a estrutura planar

a partir de ligações covalentes do tipo � possuem pouca importância na carac-

terização eletrônica do material. O quarto elétron, de caráter semi-livre ocupa

o orbital 2pz ou orbital � e é o responsável por determinar as propriedades

eletrônicas do grafeno. [24]

3.2 Estrutura cristalina

Um cristal é de�nido como uma estrutura constituída do arranjo periódico

de átomos. Assim, as ferramentas matemáticas para estudar um modelo cris-
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que a densidade de átomos por célula unitária é n = 2=A = 38; 2nm � 2.

Alguns resultados importantes em estruturas cristalinas são mais facil-

mente estudados na rede recíproca . Um vetor ~G forma a rede recíproca se e

só se para cada ponto k da rede recíproca, k + ~G preserva ondas da forma eikx n ,

isto é, se e só se

ei (k+ ~G)xn = eikx n : (5)

Essa condição é equivalente a dizer que o ponto ~G pertence ao espaço recí-

proco se e só se para todo ~R pertencente à rede direta,

ei ~G: ~R = 1:

A partir dessa relação tem-se que se ~R = n1~a1 + n2~a2 e ~G = m1
~b1 + m2

~b2, então

os ~bi podem ser determinados usando que

~ai :~bj = 2�� ij : (6)

A relação (6) fornece quatro equações para quatro incógnitas (cada vetor ~bi

possui duas componentes por estar determinado num espaço bidimensional)

e, portanto, possui solução única. No caso de um sistema em três dimensões,

o processo é análogo e a equação (6) permanece verdadeira.

O correspondente recíproco da célula unitária é a zona de Brillouin , im-

portante na descrição do espectro de excitação das ondas. Assim como no

caso da célula unitária da rede direta, a zona de Brillouin também pode ser

obtida pela construção de Wigner-Seitz. A partir dos primeiros vizinhos, tal

construção origina a primeira zona de Brillouin, a partir dos segundos vizi-

nhos a segunda zona e assim sucessivamente. Contudo, a primeira zona de

Brillouin já é su�ciente para incluir os diferentes valores para o momento do

cristal. A passagem da rede direta para a rede recíproca equivale a passar do

espaço das posições para os espaço dos momentos.

Para o grafeno, usualmente constrói-se a primeira zona de Brillouin pela

técnica de Wigner Seitz. Primeiro, pela relação (6) encontra-se os vetores da

rede recíproca ~b1 = ( xb1; yb1) e ~b2 = ( xb2; yb2).
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Em outras palavras, cada uma das N funções de Bloch que formam a base

pode ser escrita da forma

� j (~k;~r) =
1

p
N

NX

i =1

� j (~r � ~Ri;j )ei~k: ~R i;j (7)

onde ~R são os vetores da rede no espaço direto, N é o número de células

unitárias e � j (~r � ~Ri;j ) são as funções de Wannier. A função de onda do elétron

como combinação linear das funções de Bloch �ca

	 j (~k;~r) =
nX

l=1

cj;l (~k)� l (~k;~r): (8)

Para encontrar as autoenergias, parte-se da equação de Schrödinger apli-

cada à função de onda (8).

H j	 k i = Ek j	 k i (9)

Aplicando h	 �
k j à esquerda, obtém-se que

h	 �
k jH j	 k i = h	 �

k jEk j	 k i
nX

l=1

[hc�
j;l (~k)� �

l (~k;~r)jH jcj;l (~k)� l (~k;~r)i ] =
nX

l=1

[hc�
j;l (~k)� �

l (~k;~r)jEk jcj;l (~k)� l (~k;~r)i ]

Como a energia é escalar, pode-se tirá-la do produto interno e isolá-la:

Ek =

nX

l=1

[hc�
j;l (~k)� �

l (~k;~r)Hcj;l (~k)� l (~k;~r)i ]

nX

l=1

[hc�
j;l (~k)� �

l (~k;~r)cj;l (~k)� l (~k;~r)i ]

:

Os elementos da matriz H podem ser escritos na base das funções de Bloch

como
H i;j = h� �

i (~k;~r)jH j� j (~k;~r)i

=
1
N

X

R;R 0

ei~k:( ~R� ~R0)
�

� �
i (~r � ~R)H� j (~r � ~R)d~r;

(10)
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e o produto das funções de Bloch, forma a matriz de subreposição (Overlap

Matrix) cujos termos são dados por:

Si;j = h� �
i (~k;~r)j� j (~k;~r)i

=
1
N

X

R;R 0

ei~k:( ~R� ~R0)
�

� �
i (~r � ~R)� j (~r � ~R)d~r;

(11)

de modo que a equação para a energia �ca

Ek =

X

i;j

[c�
i (~k)cj (~k)H i;j ]

X

i;j

[c�
i (~k)cj (~k)Si;j ]

: (12)

Minimizando a energia em função dos coe�cientes conjugados c�
i (~k), obtém-

se:
@Ek

@c�i (~k)
= 0

X

i;j

cj (~k)H i;j

X

i;j

c�
i (~k)cj (~k)Si;j �

X

i;j

c�
i (~k)cj (~k)H i;j

X

i;j

cj (~k)Si;j

X

i;j

c�
i (~k)cj (~k)Si;j

X

i;j

c�
i (~k)cj (~k)Si;j

= 0:

(13)

Substituindo a equação (12) na (13), obtém-se a equação secular

X

j

[H i;j (~k) � EkSi;j (~k)]cj (~k) = 0 : (14)

A solução de tal equação é obtida resolvendo

det(H � EkS) = 0 : (15)

3.3.1 Relação de dispersão do grafeno com primeiros vizinhos

Para o tratamento do grafeno, inicia-se fazendo uma aproximação por um

conjunto de funções de onda baseada na superposição de funções de onda

para átomos isolados. [26]

No grafeno há dois átomos na célula unitária, de modo que as somas apre-

sentadas até aqui são apenas sobre os índices 1 e 2. Assim, a função de Bloch

assume a forma
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	 k = c1� 1(~k;~r) + c2� 2(~k;~r); (16)

onde

� j (~k;~r) =
1

p
N

NX

i =1

� j (~r � ~Ri;j )ei~k: ~R i;j : (17)

A equação para o determinante �ca

�
�
�
�
�
�

2

4 H11 H12

H21 H22

3

5 � Ek

2

4 S11 S12

S21 S22

3

5

�
�
�
�
�
�

= 0: (18)

Resta, então, encontrar os elementos das matrizes H e S. Como os átomos

1 e 2 da célula unitária são equivalentes, é claro que H11 = H22 = � . Como

todo orbital está inteiramente sobre si mesmo, o fator de sobreposição �ca

S11 = S22 = 1. Como as matrizes são hermitianas, H12 = H �
21 e S12 = S�

21. Para os

termos fora da diagonal,

H12 =
1
N

X

R;R 0

ei~k:( ~R� ~R0)
�

� �
i (~r � ~R)H� j (~r � ~R)d~r (19)

A integral resulta em uma constante chamada constante de hopping .

 0 = �
�

� �
i (~r � ~R)H� j (~r � ~R)d~r:

Assim, obtém-se que

H12 = �  0f (~k); (20)

onde f (~k) é o fator de estrutura dado por

f (~k) =
X

R;R 0

ei~k:( ~R� ~R0) =
X

j

ei~k: ~� j : (21)

Analogamente, para S12 tem-se

S12 =
1
N

X

R;R 0

ei~k:( ~R� ~R0)
�

� �
i (~r � ~R)� j (~r � ~R)d~r: (22)

Novamente a integral resulta em uma constante, a constante de overlap ,

s0 =
�

� �
i (~r � ~R)� j (~r � ~R)d~r
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s1 =
�

� �
i (~r � ~R)� i 0(~r � ~R)d~r

e S110 é dado por s1h(~k).

Substituindo tais expressões na equação (18), obtém-se

�
�
�
�
�
�

� � Ek �  1h(~k) � Eks1h(~k) �  0f (~k) � Eks0f (~k)

�  0f � (~k) � Eks0f � (~k) � � Ek �  1h(~k) � Eks1h(~k)

�
�
�
�
�
�

= 0: (33)

Denotando jf (~k)j2 = g(k) e jh(~k)j2 = l(k) a solução adiquire a forma

E � =

�
� �  1

p
l(k)

��
1 + s1

p
l(k)

�
+  0g(k)s0

�
1 + s1

p
l(k)

� 2
� s2

0g(k)

�

h�
1 + s1

p
l(k)

�
 0

p
g(k) + s0

p
g(k)

�
� �  1

p
l(k)

�i

�
1 + s1

p
l(k)

� 2
� s2

0g(k)
:

Para simpli�car o resultado, separa-se os casos E+ e E � , obtendo

E+ =
� �  1

p
l(k) +  0

p
g(k)

1 + s1

p
l(k) � s0

p
g(k)

E � =
� �  1

p
l(k) �  0

p
g(k)

1 + s1

p
l(k) + s0

p
g(k)

:

(34)

Resta calcular h(~k). Pela Figura 10, considerando o módulo j� i j = b, os

vetores �cam

� 1 = ( b;0)

� 2 = ( bcos(�= 3); bsen(�= 3))

� 3 = ( � bcos(�= 3); bsen(�= 3)):

(35)

Tomando ~k = kx x̂ + ky ŷ, obtém-se que

h(~k) = ei~k:� 1 + ei~k:� 2 + ei~k:� 3

= eibkx + 2ei
p

3bky =2 cos(bkx=2);
(36)

possibilitando determinar a solução explícita. Plotando a nova relação de dis-

persão, devido aos parâmetros de correção serem muito pequenos, as superfí-

cies obtidas mantém uma forma muito semelhante ao caso com correções de

primeiros vizinhos, resultando na Figura 11.
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p(~k) =
X

R;R 00

ei~k:( ~R� ~R00) =
X

j

ei~k: ~� j : (38)

Para S120 tem-se que

S120 =
1
N

X

R;R 00

ei~k:( ~R� ~R00)
�

� �
i (~r � ~R)� j 0(~r � ~R)d~r: (39)

O resultado é novamente da forma S120 = s2p(~k), onde s2 é o valor da inte-

gral.Substituindo S120 e H120 na equação (18), obtém-se

�
�
�
�
�
�

� � Ek �  1h(~k) � Eks1h(~k) f (~k)( �  0 � Eks0) � p(~k)(  2 + Eks2)

f � (~k)( �  0 � Eks0) � p� (~k)(  2 + Eks2) � � Ek �  1h(~k) � Eks1h(~k)

�
�
�
�
�
�

= 0:

Denotando jp(~k)j2 = q(k) a solução ganha a forma

E � =
(� �  1

p
l(k))(1 + s1

p
l(k)) + (  0

p
g(k) +  2

p
q(k))( s0

p
g(k) + s2

p
q(k))

(1 + s1

p
l(k))2 � (s0

p
g(k) + s2

p
q(k))2

�
[(1 + s1

p
l(k))(  0

p
g(k) +  2

p
q(k)) + ( s0

p
g(k) + s2

p
q(k))( � �  1

p
l(k))]

(1 + s1

p
l(k))2 � (s0

p
g(k) + s2

p
q(k))2

:

Para calcular p(~k), toma-se por base a Figura 12, considerando o módulo

dos vetores j� i j = c.

� 1 = ( � csen(�= 6); � ccos(�= 6))

� 2 = ( � csen(�= 6); ccos(�= 6))

� 3 = (0 ; c):

(40)

E como ~k = kx x̂ + ky ŷ, segue que

p(~k) = ei~k:� 1 + ei~k:� 2 + ei~k:� 3

= eick y + 2eick y =2cos(c
p

3kx=2);
(41)

resultado a partir do qual pode-se obter a solução explícita e um grá�co de

dispersão semelhante ao obtido para as aproximações anteriores.
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relação à célula da origem.

Quando tal energia é de�nida dentro de um mesmo orbital, passa a se

chamar energia on-site e a ser de�nida pelo comando

modelo.set_onsite ( E1; E2; � � � ; En )

onde E i é o valor da energia para o i-ésimo orbital. Para de�nir um caminho é

possível escolher manualmente os pontos que serão utilizados em função das

coordenadas da rede a partir do comando

path=[ p1; p2; � � � ; pn ; p1]

(k_vec, k_dist, k_node) = modelo.k_path (path, nk)

onde pi é a posição do i-ésimo ponto e nk é o número de pontos a serem

tomados ao longo desse caminho, ou pode-se substituir path pelos comandos

full ou fullc , no caso unidimensional, que de�nem um caminho simétrico

percorrendo toda a zona de Brillouin automaticamente. Feito isso, calcula-se

as bandas pelo comando

evals = modelo.solve_all (k_vec) .

Por �m, basta de�nir os parâmetros da imagem e gerar as bandas. Para

esse primeiro exemplo, utilizando a = 1 o código �nal �ca

Chamando os pacotes necessários:

from pythtb import *

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

De�nindo a=1 nos vetores da rede:

lat = [[1.0]]

orb = [[0.5]]

Criando o modelo:

modelo = tb_model(1, 1, lat, orb)

Adicionando energia de hopping:

modelo.set_hop(1.0, 0, 0, [1])

Criando o caminho:

(k_vec, k_dist, k_node) = modelo.k_path("fullc", 100)
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from pythtb import *

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

De�nindo os vetores da rede:

lat=[[1.0,0.0],[0.5,np.sqrt(3.0)/2.0]]

orb=[[1./3.,1./3.],[2./3.,2./3.]]

Criando o modelo (perceba que o modelo apresentado é para uma folha in�-

nita, portanto, 2 direções periódicas em 2 dimensões) :

grafeno=tb_model(2,2,lat,orb)

Como tem-se mais que uma energia de hopping, é melhor adicioná-las como

parâmetros e posteriomente chamá-las após de�nir a posição dos primeiros,

segundos e terceiros vizinhos:

delta=0.0

t1=-2.74

t2=-0.07

t3=-0.015

grafeno.set_onsite([-delta,delta])

grafeno.set_hop(-t1, 0, 1, [ 0, 0])

grafeno.set_hop(-t1, 1, 0, [ 1, 0])

grafeno.set_hop(-t1, 1, 0, [ 0, 1])

grafeno.set_hop(-t2, 0, 0, [1, -1])

grafeno.set_hop(-t2, 0, 0, [1, 0])

grafeno.set_hop(-t2, 0, 0, [0, 1])

grafeno.set_hop(-t2, 1, 1, [1, -1])

grafeno.set_hop(-t2, 1, 1, [1, 0])

grafeno.set_hop(-t2, 1, 1, [0, 1])

grafeno.set_hop(-t3, 0, 1, [1, -1])

grafeno.set_hop(-t3, 1, 0, [1, -1])

grafeno.set_hop(-t3, 1, 0, [1, 1])

Adicionando o caminho de�nido anteriormente:

path=[[0.,0.],[2./3.,1./3.],[.5,.5],[0.,0.]]

label=(r' � ',r' K ', r' M ', r' � ')

(k_vec,k_dist,k_node)=grafeno.k_path(path,121)

Resolvendo para as bandas de energia:

evals = modelo.solve_all(k_vec)
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É interessante observar que no caso de borda armchair há dois compor-

tamentos possíveis a depender do número de camadas. Se N = 3m + 2, o

comportamento é metálico, ao passo em que se N = 3m ou N = 3m + 1 o com-

portamento é de semicondutor.

Ao contrário do que ocorre com a nano�ta do tipo zigzag, a armchair possui

uma solução analítica que permite entender esse comportamento de poder ser

ou não metálica [30]. De maneira análoga à seção 3.3, começa-se por de�nir

a função de Bloch

	 k = c1� 1(~k;~r) + c2� 2(~k;~r); (42)

onde

� j (~k;~r) =
1

p
N

NX

i =1

� j (~r � ~Ri;j )ei~k: ~R i;j : (43)

Supondo a direção y ortogonal à borda, pode-se inserir as condições de

contorno para uma faixa com largura de N linhas na função � j como

� 1(y(0)) = � 2(y(0)) = 0

� 1(y(N + 1)) = � 2(y(N + 1)) = 0 :
(44)

Como a única direção periódica é a direção do eixo x, é razoável supor que
~k = kx x̂ e � j = � j (y). Usando um ansatz periódico � = sen(qyy) e impondo as

condições de contorno, obtém-se:

sen(qyy) = 0 = ) qy

 
(N + 1)

p
3a

2

!

= p�; (45)

onde p = 1; 2; 3; � � � . Assim,

� = sen

 
2p�

(N + 1)
p

3a
y

!

:

Como y =
p

3ab=2, com b natural com 1 � b � N , a função de Bloch �ca

	 k = c1
1

p
N

NX

i =1

sen

 
2p�

(N + 1)
p

3a
y1

!

eik x x1 + c2
1

p
N

NX

i =1

sen

 
2p�

(N + 1)
p

3a
y2

!

eik x x2 :

Considerando que S12 e S21 são termos pequenos o su�ciente para serem
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de modo que H12 = �  0f (~k), onde �  0 é o valor da integral. O determinante

então �ca

�
�
�
�
�
�

� � Ek �  0f (~k)

�  0f � (~k) � � Ek

�
�
�
�
�
�

= 0: (50)

Resolvendo para Ek , obtém-se

E � = � � 
p

1 + 4 cos2(p�= (N + 1)) + 4 cos(kxa=2) cos(p�= (N + 1)) :

Como � = 0, se kx = 0 tem-se que

E � = � �  j1 + 2 cos(p�= (N + 1)) j: (51)

A energia será nula nos pontos em que o cosseno for � 1=2, o que ocorre

quando

p�
(N + 1)

=
2�
3

=) N =
3p
2

� 1: (52)

As soluções inteiras são precisamente N = 3m � 1 para m inteiro tal que

p = 2m, em concordância com os grá�cos das bandas de energia.

3.5.3 Nano�tas de borda arbitrária

Uma última aplicação interessante dos códigos PythTB é o estudo de es-

truturas com direções arbitrárias, isto é, recortes de �tas de grafeno que não

possuem borda zigzag nem armchair.

As condições de contorno podem tornar tais problemas não solucionáveis

analiticamente, como visto no caso da nano�ta com borda zigzag. Assim, o

grá�co com a solução numérica para as bandas de energia é uma boa opção

para entender as propriedades do material.

Para gerar as bandas de energia de um recorte em outras direções, basta

aplicar o comando para gerar uma supercélula com as direções desejadas an-

tes de aplicar o comando de corte.
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4 Considerações �nais

O trabalho desenvolvido possibilitou o conhecimento e desenvolvimento da

aproximação Tight Binding e sua aplicação para alguns problemas envolvendo

o grafeno. A solução das bandas de energia de sólidos aplicada à descrição

das principais propriedades do grafeno e de suas nanoestruturas culminou

em resultados em acordo com a literatura.

Foi possível reproduzir todos os resultados formais e computacionais de-

sejados com sucesso a partir de cálculos analíticos e do pacote PythTB , resul-

tando na descrição do grafeno com primeiros, segundos e terceiros vizinhos e

das nano�tas zigzag, armchair e com bordas arbitrárias.

Espera-se que o trabalho possa ser utilizado por outros alunos como ma-

terial de consulta e venha a colaborar para o aprendizado dos próximos estu-

dantes a ingressarem no grupo de pesquisa.
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