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Resumo

O presente trabalho traz a solugdo analitica e computacional para as ban-
das de energia de um solido pela aproximacao Tight Binding . Apdés uma breve
introdu¢@o com os principais conceitos de estado solido, sdo desenvolvidos os
céalculos da relacdo de dispersdo para a folha de grafeno in nita. O pacote
PythTB em linguagem Python é utilizado para plotar e discutir as principais
caracteristicas das bandas de energia do grafeno. Em seguida, sdo apresen-
tadas e discutidas as nano tas de grafeno de borda zigzag e armchair, cujas
propriedades mais relevantes sdo obtidas a partir do gra co das bandas de
energia. Por m, é apresentada mais uma modi cacdo de uma superficie de

grafeno, uma nano ta com direcdo arbitraria.

Palavras-chave : Tight Binding. Grafeno. Nano tas.



Abstract

The present work presents the analytical and computational solution to the
energy bands of a solid by the  Tight Binding approximation. After a brief intro-
duction to the basic solid state concepts, the dispersion relation calculations
for the in nite graphene sheet are developed. The PythTB package is used to
plot and discuss the main characteristics of graphene energy bands. Next, the
zigzag and armchair edge graphene nanoribbons are presented and discussed,
and their most relevant properties are obtained from the energy band relation.
Finally, another modi cation of a graphene surface is presented: an arbitrary
nanoribbon.

Key-words : Tight Binding. Graphene. Nanoribbons.
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1 Introducao

Um sistema fisico € geralmente descrito a partir de equacdes diferenciais
ordinarias ou parciais. Na mecéanica quantica, por exemplo, o principio de in-
certeza e a dualidade onda particula culminaram na descrigdo probabilistica
pela Equacédo de Schrodinger, uma equacado diferencial parcial de segunda
ordem [1]. Contudo, grande parte das equacfes de interesse ndo possuem
solucdo analitica ou sdo demasiado complicadas. Por isso, desde sempre 0s
fisicos buscam aproximacgBes que permitam solucionar casos especi cos ou
obter propriedades do sistema de interesse. Um exemplo é a aproximagao de
pequenas oscilacdes para o estudo do movimento de um péndulo simples.

Em mecanica quantica, uma aproximacao bastante comum é a discretiza-
¢ao da hamiltoniana a partir de uma base de func¢des, tornando um problema
de equacdes diferenciais em um problema de autovalores para as autoener-
gias. Nessa abordagem, é comum que termos de pouca contribuicdo sejam
tratados como perturbacdes, de modo que a hamiltoniana do problema ganha
aforma H°= H + V ,onde é um parametro pequeno e V um potencial cuja
contribuicdo é su cientemente pequena.

Nesse sentido, o método Tight Binding surgiu como ferramenta teérica vi-
sando solucionar as bandas de redes de materiais cuja interagdo entre cada
atomo e suas vizinhancas é pequena a ponto de poder ser tratada como per-
turbacéo, porém grande demais para ser ignorada. A hamiltoniana é discre-
tizada a partir de uma base de funcdes (para solidos, em especi co, utiliza-se
funcdes de Bloch) e os parametros de interacdo séo adicionados como pertur-
bacdes para posteriormente resolver o problema de autovalores. [2]

Nos ultimos anos, surgiram também varias ferramentas computacionais
cujos algoritmos sao baseados no método  Tight Binding e que permitem ob-
ter propriedades interessantes de sélidos a partir de codigos simples e rapi-
dos. Uma dessas ferramentas € o PythTB, em linguagem Python, que permite
construir e resolver as bandas de energia de sistemas de diferentes dimensdes
como cristais e tas. [3]

Um dos sistemas para o qual € possivel aplicar o Tight Binding obtendo
bons resultados € o modelo da folha de grafeno, um Ime monocristalino de

poucos atomos de espessura e propriedades extraordinarias que renderam o



Prémio Nobel aos fisicos Andre Geim e Konstantin Novoselov em 2010. Com
uma estrutura formada por atomos de carbono dispostos nos vértices de hexa-
gonos, o grafeno é um material no, resistente, bom condutor de eletricidade e
de calor, com grande potencial de aplicagdo tecnolédgica e de grande interesse
cienti co desde sua descoberta. [4]

Assim, a escolha do grafeno como objeto de estudo no presente trabalho
deu-se devido ao seu potencial tecnoldgico e, claro, a beleza da solucédo de
um problema com tantas propriedades surpreendentes. O desenvolvimento
do problema da folha in nita de grafeno e de suas estruturas modi cadas,
COmMo as nano tas, visam apresentar 0s principais conceitos necessarios para
trabalhar a aproximacdo  Tight Binding , assim como as ferramentas computa-
cionais mais bésicas do PythTB.

O texto foi confeccionado de forma didatica, com guras e exemplos, co-
digos e célculos detalhados, de modo que possa ser utilizado como material
de consulta pelos préximos alunos a ingressarem nesse grupo de pesquisa.
A literatura disponivel sobre tais temas em geral pressupde conhecimentos
avancados de fisica, o que pode se mostrar uma di culdade a mais para os

estudantes iniciantes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Gerais

O presente trabalho visa compreender e reproduzir a solugédo do problema
do grafeno com diferentes modi cacdes de sua estrutura a partir da aplicacéo
das técnicas de Tight Binding e a producdo de um texto simples e completo a
ser utilizado por outros alunos do curso como material de consulta.

1.1.2 Especicos

Aprender o formalismo da solucdo das bandas de energia;
Aprender a programar em Python Tight Binding (PythTB);

Reproduzir os resultados formais e computacionais do problema do gra-

feno com aproximacao Tight Binding;



Resolver formal e computacionalmente o problema do grafeno com modi-
cacdes em sua estrutura, como adicao de interagcbes com vizinhos e as

nano tas do tipo zigzag, armchair ou de borda arbitraria;

Produzir um material acessivel aos graduandos;

1.2 Metodologia

A metodologia empregada foi de pesquisa exploratéria através de livros,
para aprender ferramentas de estado sélido, e de artigos, para aprender sobre
o grafeno e a solucéo dos problemas envolvendo folhas ou recortes de folhas de
grafeno. Também foi desenvolvido o estudo e aplicacdo dos cddigos de PythTB
para casos mais simples e posteriormente para os problemas em estudo.

Dentre os artigos e livros lidos, foram utilizados os que mais se adequavam
a proposta do trabalho, quase todos em inglés. Terminada a fase de estudos,
foi desenvolvida uma pesquisa descritiva, produzindo um texto que apresenta

de forma minuciosa o0 assunto estudado.



2 Referencial Teoérico

2.1 A ascensao do Grafeno

O primeiro alétropo tridimensional de carbono utilizado pelo homem foi o
gra te, descoberto no século XVI em uma mina perto de Borrowdale em Cum-
bria, na Inglaterra. Na época, pouco se sabia sobre a estrutura molecular no
material, e acreditavam se tratar de algum tipo de chumbo. Apenas no século
XVIII um farmacéutico chamado Carl W. Scheele descobriu que o grate era
formado por atomos de carbono. O nome  grate veio com o quimico Abraham
Gottlob Werner em 1789. Hoje sabe-se que o grate pode ser visto como um
empilhamento de folhas de grafeno unidas pela interacdo de Van der Waals.

Ainda em 1947, a estrutura das bandas de energia e das zonas de Brillouin
para o grafeno foram estudadas teoricamente e computacionalmente por Wal-
lace [5]. Sendo préximo ao grate, era considerado um semicondutor com
energia zero de ativacdo e a condutividade elétrica foi tratada a partir do con-
ceito de caminho livre.

As tentativas de sintetizar uma folha de grafeno se estenderam por déca-
das. Na década de 60, por exemplo, Imes cristalinos nos do material foram
sintetizados a partir da pirolise do metano em cristais quentes de niquel. Os
Imes formados continham grandes regides capazes de gerar padrbes de difra-
cao de elétrons similares a cristais puros de grafeno, possibilitando o estudo
desse ultimo [6]. Na década de 70, experiéncias com superficies de cristal de
SiC produziram camadas de gra te por evaporacao do silicio a partir de trata-
mento térmico [7].

Parentes préximos do grafeno, os fulerenos foram previstos teoricamente
em 1970 por Eiji Ozawa e descobertos experimentalmente em 1985 por Ro-
bert Curl, Harold Kroto e Richard Smalley [8]. Fulerenos, como o C%, sdo
formados substituindo alguns hexagonos por pentdgonos numa folha de gra-
feno, resultando no formato esférico. Os nanotubos de carbono, por sua vez,
apareceram pela primeira vez em uma publicacdo de 1952 por cientistas so-
viéticos [9], mas apenas ganharam destaque com a publicacdo de 1991 de
Sumio lijima [10].

Por muito tempo os cientistas ndo acreditaram que um dia se descobriria

um cristal bidimensional, em especial devido ao famoso Teorema de Mermin-
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Wagner, que dizia que devido a utuagfes térmicas um cristal 2D derreteria a
gualquer temperatura diferente de zero, de modo que o grafeno era visto mais
como um exemplo tedrico, ndo como um material que um dia seria de fato
sintetizado. [11]

Os trabalhos de Geim em 2004 com grafeno marcaram o inicio de uma nova
fase dos estudos em fisica da matéria condensada. Pela primeira vez haviam
isolado uma folha de grafeno. O artigo no qual a descoberta foi relatada, que
lhes renderia muito prestigio, explora ainda a dependéncia das propriedades
de uma camada unica de atomos de carbono em disposi¢céo hexagonal com a
varicdo do potencial elétrico, tais como a condutividade e a resistividade do
material. Dados os bons resultados obtidos e a importancia do controle das
propriedades eletrdnicas a partir do potencial elétrico para a eletrbnica, Geim
e Novoseloov receberam o prémio Nobel da Fisica em 2010. [4]

Desde entédo, os trabalhos com grafeno se estenderam a varias areas, em
especial a eletrbnica, com o estudo de transistores [12] e ultracapacitores ba-
seados em grafeno [13].

Ha duas maneiras de se produzir grafeno. A primeira, presente na pu-
blicacdo de Walt de Heer e Claire Berger de 2004, utiliza-se da exposicao de
um cristal de SiC hexagonal crescido epitaxialmente a temperaturas de 1300C
para evaporar o Si da superficie, deixando restar uma camada de atomos de
carbono que apdés o resfriamento forma uma ou duas camadas de grafeno.
Suas desvantagens séo que a primeira camada esta ligada fortemente ao subs-
trato, de modo que suas caracteristicas se misturam com as do SiC. [14]

A segunda é por exfoliagdo mecanica de uma massa de grate sobre um
substrato. A técnica € repetida vérias vezes, obtendo, na maioria das vezes,
pilhas de folhas de grafeno. Eventualmente, obtém-se uma folha Unica de gra-
feno. E um método mais simples e com bons resultados. Esfola-se um pedaco
de cristal de grate puro em uma superficie adesiva e com o auxilio de outra
ta adesiva retira-se parte das camadas mais externas. Por m, adiciona-se
um substrato de SiO, e retira-se a superficie adesiva, restando uma ou algu-
mas folhas de grafeno. [15]

O interesse em desvendar suas propriedades Opticas levou a trabalhos so-
bre a in uéncia da constante de estrutura na (o0 parametro que descreve o
acoplamento entre os elétrons relativisticos e a luz) sobre a opacidade da folha

de grafeno em suspenséo [16], e ao estudo e confec¢do de moduladores Opticos
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de alto desempenho compostos por uma dupla camada de grafeno. As dimen-
sOes reduzidas e 0 baixo custo energético foram as vantagens apresentadas
pelo grafeno quando comparado a fotonica de silicio [17].

Enquanto alguns estudos se debrugavam sobre as propriedades de trans-
porte quantico das folhas de grafeno [14], outros focavam no aproveitamento
pratico de suas propriedades de condutividade elétrica a partir da incorpora-
cdo de camadas homogéneas de grafeno sobre matrizes diversas, como poli-
meros [18].

Ainda hoje o grafeno € um campo rico de pesquisa. Novas propriedades
sdo compreendidas ou aplicadas todos os dias. Alguns exemplos de trabalhos
recentes sobre as propriedads do grafeno sao o estudo da supercondutividade
nao convencional intrinseca que aparece em reticulos resultantes do empi-
Ihamento de duas folhas de grafeno torcidas por um pequeno angulo [19] e a
observacdo experimental de interferéncia do tipo Fabry-Pérot nas bordas de

uma regido de sobreposicdo de uma bicamada de grafeno. [20]

2.2 O Metodo Tight Binding

Os primeiros trabalhos tratando de orbitais atbmicos datam de 1928 por
Robert Mulliken, mesmo ano no qual B. N. Finklestein e G. E. Horowitz pro-
puseram a aproximacao LCAO ( linear combination of atomic orbitals  ou combi-
nacao linear de orbitais atdmicos) para sistemas de moléculas. [21]

Ainda nesse ano, F. Bloch foi responsavel pela versdo para sélidos da LCAO
[2]. Esse é considerado o nascimento do método  tight binding . Contudo, o de-
senvolvimento formal do tight binding com parametros para potenciais peri6-
dicos como conhecido atualmente deve-se a John Clarke Slater e George Fred
Koster em 1954. [22]

No modelo Tight Binding, considera-se que o cristal é formado por atomos
fracamente interagentes e que seus elétrons da ultima camada estdo forte-
mente ligados ao atomo de origem. Contudo, em cristais reais a pequenez
das distancias interatdmicas pode tornar tal abordagem indtil, uma vez que
a proximidade dos atomos faz com que os elétrons de um sintam a presenca
dos elétrons dos demais. [23]

No caso especi co do grafeno a interacdo dos atomos com a vizinhanca é

peguena o su ciente para que a abordagem Tight Binding possua bons resul-



tados. O equilibrio entre um fator de sobreposi¢do dos orbitais que € grande o
su ciente para permitir corre¢des de vizinhangas proximas mas pequeno em
demasio para inviabilizar a suposicao de interacao fraca permitem obter mui-
tas propriedades do grafeno com célculos simples. [23]

No presente trabalho, em particular, a ferramenta computacional empre-
gada para o célculo das bandas por tight binding é o pacote PythTB ou Python
tight binding que permite visualizar as bandas de energia apenas inserindo a
construcdo da base do material e seus parametros.[3]

Sua principal vantagem é o baixo custo computacional e os bons resulta-
dos para varios materiais de grande interesse como os al6tropos do grate e
outros materiais baseados em carbono. A desvantagem € que para cristais que

descumpram a exigéncia de fraca interagdo com a vizinhanga, o método pode
ser inviavel.



3 Aproximacgao Tight Binding aplicada ao grafeno

3.1 O Grafeno

O carbono € um atomo com 6 protons, 6 elétrons e N néutrons, onde N
pode ser 6 ou 7 resultando em isétopos estaveis ou 8 resultando no isétopo
radioativo C utilizado para datagdo histérica. Sua con guracgédo eletronica é
1s?2s22p?.[24]

Como o orbital 2p € mais energético que o orbital 2s € energeticamente
favoravel que na ultima camada dois elétrons estejam no orbital 2s e dois
no orbital 2p. Contudo, no estado excitado (por exemplo, devido a uma ligagao
covalente) h& quatro estados quanticos equivalentes, j2si, j2p.i, j2pyi €)2p,0. A
sobreposicdo de j2si e nj2pi leva ao estado de hibridizagcdo sp”. [24]

No caso do grafeno, como se trata de um alétropo do gra te, a hibridizacéo
é da forma sp?, com a superposicdo de dois orbitais  2p e o 2s resultando em
trés estados quanticos possiveis separados por angulos de 120

g 1 . o
jspti = p—= j2si IO2]2py|
3 p_ P
o 1 . 6. . 2. .
jspPi = p= j2si + —j2pii + —j2p,i (1)
3 - %_
4 1 . 6., . 2. .
sp°l = p= 2si  —j2p«i + —)2pyi
jsp’ Py | S i2pd + —-j2py
Os &tomos de carbono no grafeno possuem ligacbes duplas e simples
alternadas no anel benzénico, que deveriam resultar em distancias atdbmicas
carbono-carbono de 0:135mm e 0:14Mm respectivamente. Contudo, a sobre-
posicdo das duas possibilidades resulta em uma medida real da separacéo
carbono-carbono de 0:142hm. Os trés elétrons que formam a estrutura planar
a partir de ligagGes covalentes do tipo possuem pouca importancia na carac-
terizacdo eletronica do material. O quarto elétron, de carater semi-livre ocupa
0 orbital 2p, ou orbital e € o responsavel por determinar as propriedades

eletrbnicas do grafeno. [24]

3.2 Estrutura cristalina

Um cristal € de nido como uma estrutura constituida do arranjo periédico

de atomos. Assim, as ferramentas matematicas para estudar um modelo cris-



talino também apresentam propriedades periodicas, a comecar pela propria
rede direta definida como um conjunto de pontos obtidos pela combinacao
linear de vetores linearmente independentes que compoéem a célula unitaria.

A rede mais a unidade periédica define a estrutura periédica. [25]

o o o ( J ** ** ** **
e o o o ** ** ** **
+ T =
® o o o e
e o o o i"z* ** 1"3* i"z*
Rede Estrutura

periodica

Figura 1: Um exemplo de rede quadrada.

A célula unitaria € a unidade elementar que constitui a estrutura, de modo
que sua repeticao cobre completamente o espaco, e sua escolha nao € unica.
Uma célula unitaria primitiva contém exatamente um ponto da rede. Uma
cé€lula unitaria de Wigner-Seitz € construida tomando os planos perpendicula-
res a bissetriz dos vetores que ligam um determinado ponto da rede aos seus
primeiros vizinhos

As vezes ainda € interessante definir uma célula unitaria convencional,
que nao € por definicao uma célula unitaria, podendo conter mais de um ponto
da rede, mas que pode ser mais pratica para a resolucao do problema. Um

exemplo com as trés c€lulas unitarias descritas pode ser visto na Figura 2.

Figura 2: Em a tem-se a c€lula primitiva para a rede triangular; em b uma
c€lula convencional e em c a c€lula de Wigner-Seitz.

Escolhida uma c€lula unitaria, a localizacao dos objetos em relacao a célula
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€ descrita por uma base. A base € expressa em termos dos vetores da célula
unitaria. De posse dos conceitos de rede, cé€lula unitaria e base podemos

finalmente descrever um cristal.

Um exemplo simples € mostrado na Figura 3.

Figura 3: A esquerda tem-se uma estrutura periédica em uma rede quadrada
e a direita a c€lula unitaria correspondente.

)
)

A posicao de todos os atomos da estrutura € dada pela base mais a rede.

A base desse exemplo € dada por

>~ QL

S
|
//
l\ZiI QY
|y

O objeto de interesse desse trabalho, o grafeno, pode ter sua rede descrita
como a sobreposicao de duas sub-redes triangulares, denominadas geral-
mente por A e B, como mostra a Figura 4. A sub-rede B €, por convencao,
a que possui os primeiros vizinhos nas direcoes norte, sudeste e sudoeste,

ao passo em que os atomos na sub-rede A possuem primeiros vizinhos a sul,

nordeste e noroeste.
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gue a densidade de &tomos por célula unitaria é n=2=A=38;2nm 2.

Alguns resultados importantes em estruturas cristalinas sao mais facil-
mente estudados na rede reciproca . Um vetor G forma a rede reciproca se e
s6 se para cada ponto k da rede reciproca, k+ G preserva ondas da forma &<n,

isto &, se e s6 se

gler & = e (5)

Essa condicéo é equivalente a dizer que o ponto G pertence ao espaco reci-
proco se e s6 se para todo R pertencente a rede direta,

e =1:

A partir dessa relacdo tem-se que se R = ny& + ny&, e G = myb, + myb,, entdo

0s § podem ser determinados usando que

ah =2 j: (6)

A relacdo (6) fornece quatro equacfes para quatro incognitas (cada vetor Lo}
possui duas componentes por estar determinado num espaco bidimensional)
e, portanto, possui solu¢éo Unica. No caso de um sistema em trés dimensdes,
0 processo € analogo e a equacgao (6) permanece verdadeira.

O correspondente reciproco da célula unitaria € a zona de Brillouin , im-
portante na descricdo do espectro de excitacdo das ondas. Assim como no
caso da célula unitaria da rede direta, a zona de Brillouin também pode ser
obtida pela construcdo de Wigner-Seitz. A partir dos primeiros vizinhos, tal
construcdo origina a primeira zona de Brillouin, a partir dos segundos vizi-
nhos a segunda zona e assim sucessivamente. Contudo, a primeira zona de
Brillouin j& é su ciente para incluir os diferentes valores para o momento do
cristal. A passagem da rede direta para a rede reciproca equivale a passar do
espaco das posicdes para 0s espaco dos momentos.

Para o grafeno, usualmente constréi-se a primeira zona de Brillouin pela

técnica de Wigner Seitz. Primeiro, pela relacdo (6) encontra-se os vetores da

rede reciproca By = (Xpg; Yo1) € B = (Xp2; Vi) -
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Em outras palavras, cada uma das N funcdes de Bloch que formam a base

pode ser escrita da forma

1 X R
iKF)= p= (r Ry)eFF (7)
N oy
onde R sdo os vetores da rede no espaco direto, N é o numero de células
unitarias e  j(*+ Rj;) sdo as funcbes de Wannier. A fungéo de onda do elétron

como combinacéo linear das funcdes de Bloch ca
X
iKn= ¢ ® (RH: (8)
1=1

Para encontrar as autoenergias, parte-se da equacgéo de Schrddinger apli-
cada a funcao de onda (8).
Hj «i = Ekj «i 9)

Aplicando h ,j a esquerda, obtém-se que
h WHj «i = h JjEq «

X X
o, (R) 1 (RiMiHIG (R) (K 9)i] [, (R) 1 (K M)iEkigy (R) 1(K; F)i]

=1 =1

Como a energia é escalar, pode-se tird-la do produto interno e isola-la:

X
[h, (K) | (RiF)HCy (R) (R #)i]
Ek: !

=1
X
[hoy (K) 4 (K F)Gy (R) 1(K; )i

1=1

Os elementos da matriz  H podem ser escritos na base das fungdes de Bloch

como
Hij = h (K #®H] (K i
X 10
= Ni dFR R+ R)H ;(+ R)df (10)
R;RO
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e o0 produto das funcdes de Bloch, forma a matriz de subreposi¢cdo (Overlap
Matrix) cujos termos séo dados por:

Si = hi®H &
X 11
= Ni dFR R+ R) (+ R)d )
R;RO
de modo que a equacado para a energia ca
X
[ (K)G (R)Hi; ]
Ex = X : (12)
[c (K)G (K)S;; ]
i
Minimizando a energia em funcéo dos coe cientes conjugados ¢ (K), obtém-
se:
ﬂ =0
ak
X X @'O(>2 X
¢ (R)Hi; 6 (R)g(R)S;; ¢ (K)g(®KHi; ¢ (R)Sy (13)
i 1% VAl i -0:
¢ (®Kg(KS; ¢ (K)G(K)S;
ij ]
Substituindo a equacéo (12) na (13), obtém-se a equacao secular
X
[Hij (R)  ExSij (K)]g (K) =0: (14)
]
A solucéo de tal equacéo é obtida resolvendo
det(H ExS)=0: (15)

3.3.1 Relacao de dispersédo do grafeno com primeiros vizinhos

Para o tratamento do grafeno, inicia-se fazendo uma aproximac&o por um
conjunto de fungBes de onda baseada na superposicdo de fungbes de onda
para atomos isolados. [26]

No grafeno ha dois &tomos na célula unitaria, de modo que as somas apre-
sentadas até aqui sdo apenas sobre os indices 1 e 2. Assim, a fungéo de Bloch
assume a forma
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k=0C 1K)+ ¢ 2K ¥); (16)

onde
X

,-(k;+):p% (¢ Ry)ERE (17)

i=1
A equacédo para o determinante ca
2 3 2 3

H H Si1 S
4 11 12 5 Ek4 11 12 5 =0: (18)

Hoi Ho So1 Sx

Resta, entdo, encontrar os elementos das matrizes H e S. Como os atomos
1 e 2 da célula unitaria sdo equivalentes, € claro que Hiy = Hyy = . Como
todo orbital esta inteiramente sobre si mesmo, o fator de sobreposicdo ca
Si1 = S,y =1. Como as matrizes sao hermitianas, Hi,=H, eS,=S,,. Paraos

termos fora da diagonal,

1 X .
Hip= o dF*® R (¢ R)H ;(+ R)dr (19)
R;RO
A integral resulta em uma constante chamada constante de hopping .
0= i(* RH ;(+r R)dr

Assim, obtém-se que

H12 = of (R), (20)
onde f (K) € o fator de estrutura dado por

X X o
f(Ry= &FRRI= &F7; (21)

R;RO j

Analogamente, para S;, tem-se

X

1 .
Sie= dF®R R (¢ R) j(+ R)dE (22)
R;RO
Novamente a integral resulta em uma constante, a constante de overlap
So = (+r R) (¢ R)dr
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Sy = i(f R) jo(r R)d+

e S;p0 é dado por s;h(K).
Substituindo tais expressfes na equacédo (18), obtém-se

Ex  1h(R) Egsih(R) of (R)  Exsof (K)
of (R) Exsof (KR) Ex  1h(R) Eksih(K)

=0: (33)

Denotando jf (R)j? = g(k) e jh(K)j? = I(k) a solucdo adiquire a forma

PR 148" 0 + gk

E = p—
1+s I(k)  sjo(k)
h [
P——ro P—— P—— P ——
1+st I(k) o 9(k)+ so g(k) v (k)
2 )
1+ slp [(k) s3g(k)
Para simpli car o resultado, separa-se 0s casos E. e E , obtendo
P —— P——
A [ O R ()
To1+s 1K) so o(K)
P—— p— (34)
1 1K) o 9(K).
- | od

1+ 51H 1K)+ so g(k)

Resta calcular h(K). Pela Figura 10, considerando o mddulo ji] = b os

vetores cam

1= (b;0)
» = (bcos( =3); bsen( =3)) (35)
3=( bcos(=3);bsen(=23)):

Tomando R = k% + k,¥, obtém-se que

h(k): eiR: 14 eik: 2 4 eik: 3

. P (36)
= ¢k« +2¢& 32 cos(bk=2);

possibilitando determinar a solucéo explicita. Plotando a nova relacdo de dis-
persdo, devido aos parametros de corre¢do serem muito pequenos, as superfi-
cies obtidas mantém uma forma muito semelhante ao caso com correcdes de

primeiros vizinhos, resultando na Figura 11.
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X X
p(k) — elk:(R RO _ eIk: i (38)

R;R 00 j
Para S;» tem-se que
X

¥R Y (¢ R) jo(+ R)dE (39)

1
Sio= —
N R;ROO

O resultado € novamente da forma  S;» = s,p(K), onde s, € o valor da inte-

gral.Substituindo  S;0 e Hi0 na equacéo (18), obtém-se

Ex  1h(K) Exsih(K) fF(R)( o Exso) PR 2+ Exs?)
f R)( o ExSo) PR 2+ Exsp) Ex  1h(R) Eksih(K)

=0:

Denotando jp(K)j?> = q(k) a solugédo ganha a forma

(LIRS ) +( o g+ 2 q)so g+ s, ak)
1+s; 1(K)2 (so gK)+ s> q(K)2
[(L+5,° TN o g0+ 2 aRD*(So GRS AN 2 TG,

1+s I(K)2 (S0 9K)+ s> q(K)2

Para calcular p(K), toma-se por base a Figura 12, considerando o modulo

dos vetores j jj = C.

1=( csen(=6); ccos(=6))
> =( csen(=6);ccos(=6)) (40)
3=(0;0):

E como R = kR + k¥, segue que

ék:1+eikiz+eiki3

gcky + 2e‘°"vzzcos(cp 3ky=2);

p(k) (a1)

resultado a partir do qual pode-se obter a solucdo explicita e um gra co de

dispersdo semelhante ao obtido para as aproximacfes anteriores.
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relacéo a célula da origem.
Quando tal energia € de nida dentro de um mesmo orbital, passa a se

chamar energia on-site e a ser de nida pelo comando
modelo.set_onsite ( Ei E,; T En)

onde E; é o valor da energia para o i-ésimo orbital. Para de nir um caminho é
possivel escolher manualmente os pontos que serdo utilizados em funcao das

coordenadas da rede a partir do comando

path=[ pi;p2; 5 Pn;pil
(k_vec, k_dist, k_node) = modelo.k_path (path, nk)

onde p; € a posi¢cdo do i-ésimo ponto e nk é o numero de pontos a serem
tomados ao longo desse caminho, ou pode-se substituir path pelos comandos
full ou fullc, no caso unidimensional, que de nem um caminho simétrico
percorrendo toda a zona de Brillouin automaticamente. Feito isso, calcula-se

as bandas pelo comando
evals = modelo.solve_all (k_vec)

Por m, basta de nir os parametros da imagem e gerar as bandas. Para

esse primeiro exemplo, utilizando a=1 o codigo nal ca

Chamando os pacotes necessarios:
from pythtb import *

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

De nindo a=1 nos vetores da rede:
lat = [[1.0]]

orb = [[0.5]]

Criando o modelo:

modelo = tb_model(1, 1, lat, orb)
Adicionando energia de hopping:
modelo.set_hop(1.0, 0, 0, [1])
Criando o caminho:

(k_vec, k_dist, k node) = modelo.k_path("fullc", 100)
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from pythtb import *

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

De nindo os vetores da rede:

lat=[[1.0,0.0],[0.5,np.sqrt(3.0)/2.0]]

orb=[[1./3.,1./3.],[2./3.,2./3]]

Criando o modelo (perceba que o modelo apresentado é para uma folha in -
nita, portanto, 2 dire¢ces periddicas em 2 dimensdes) :
grafeno=tb_model(2,2,lat,orb)

Como tem-se mais que uma energia de hopping, € melhor adiciona-las como
parametros e posteriomente chama-las apés de nir a posicdo dos primeiros,
segundos e terceiros vizinhos:

delta=0.0

t1=-2.74

t2=-0.07

t3=-0.015

grafeno.set_onsite([-delta,delta])

grafeno.set_hop(-t1, 0, 1, [ 0, 0]

grafeno.set_hop(-t1, 1, O, [ 1, 0]
grafeno.set_hop(-t1, 1, O, [ O, 1))
grafeno.set_hop(-t2, 0, 0O, [1, -1])
grafeno.set_hop(-t2, 0, 0, [1, 0]
grafeno.set_hop(-t2, 0, 0, [0, 1])
grafeno.set_hop(-t2, 1, 1, [1, -1])
grafeno.set_hop(-t2, 1, 1, [1, O]
grafeno.set_hop(-t2, 1, 1, [0, 1])
grafeno.set_hop(-t3, 0, 1, [1, -1])
grafeno.set_hop(-t3, 1, 0, [1, -1])

grafeno.set_hop(-t3, 1, 0, [1, 1])

Adicionando o caminho de nido anteriormente:
path=[[0.,0.],[2./3.,1./3.],[.5,.5],[0.,0.]]

label=(r" oKL ML)
(k_vec,k_dist,k_node)=grafeno.k_path(path,121)
Resolvendo para as bandas de energia:

evals = modelo.solve_all(k_vec)
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E interessante observar que no caso de borda armchair ha dois compor-
tamentos possiveis a depender do numero de camadas. Se N =3m+2,0
comportamento € metalico, ao passo em que se N=3mouN=3m+1 ocom-
portamento € de semicondutor.

Ao contrario do que ocorre com a nano ta do tipo zigzag, a armchair possui
uma solucdo analitica que permite entender esse comportamento de poder ser
ou ndo metalica [30]. De maneira analoga a secdo 3.3, comeca-se por de nir
a funcdo de Bloch

k=C 1K)+ 2K ¥, (42)
onde
1 X .
(R, f) = P [(r Ry )eRR (43)

i=1
Supondo a direcdo y ortogonal a borda, pode-se inserir as condi¢cdes de

contorno para uma faixa com largura de N linhas na funcéo j como

1(¥(0)) = 2(y(0)) =0

(44)
1(y(N+1))= o(y(N+1))=0:
Como a unica dire¢cdo periddica é a direcdo do eixo X, é razodvel supor que
R= kR e ; = j(y). Usando um ansatz periodico = sen(g,y) e impondo as
condicBes de contorno, obtém-se:
p_ !
N+1) 3a
sen(qy)=0 =) g % =p; (45)
onde p=1;2;3; . Assim,
I
= sen i|9—
(N +1) 3
Como y = P 3ab=2, com b naturalcom 1 b N, afuncéo de Bloch ca
! !
- Clpl—X\l sen 2p yp ey 02]{31_X\I sen 2p y, ek
N ., (N +1)I 3a N ., (N +1)I 3a '

Considerando que S;, e S,; sao termos pequenos O Su ciente para serem
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de modo que Hi; = of (K), onde o € 0 valor da integral. O determinante

entdo ca

E f (K
AT (50)
of (KR) Ex
Resolvendo para Ey, obtém-se
p
E = 1+4cos?(p=(N +1))+4 cos(ksa=2)cos(p =(N +1)):
Como =0, se ks =0 tem-se que
E = j1+2cos(p=(N +1))j: (51)
A energia sera nula nos pontos em gque o cosseno for 1=2, o que ocorre
guando
P _2 _ _3p ..
(N+1)_3_) N=7% 1 (52)

As solucdes inteiras sao precisamente N =3m 1 para m inteiro tal que

p=2m, em concordancia com os gra cos das bandas de energia.

3.5.3 Nano tas de borda arbitraria

Uma ultima aplicacédo interessante dos codigos PythTB é o estudo de es-
truturas com direcdes arbitrarias, isto €, recortes de tas de grafeno que nao
possuem borda zigzag nem armchair.

As condi¢cbes de contorno podem tornar tais problemas néo solucionaveis
analiticamente, como visto no caso da nanota com borda zigzag. Assim, o
gra co com a solucao numérica para as bandas de energia € uma boa opc¢ao
para entender as propriedades do material.

Para gerar as bandas de energia de um recorte em outras dire¢des, basta
aplicar o comando para gerar uma supercélula com as dire¢cdes desejadas an-

tes de aplicar o comando de corte.
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4 Consideracdes nais

O trabalho desenvolvido possibilitou 0 conhecimento e desenvolvimento da
aproximacédo Tight Binding e sua aplicacdo para alguns problemas envolvendo
o grafeno. A solucdo das bandas de energia de soélidos aplicada a descricédo
das principais propriedades do grafeno e de suas nanoestruturas culminou
em resultados em acordo com a literatura.

Foi possivel reproduzir todos os resultados formais e computacionais de-
sejados com sucesso a partir de calculos analiticos e do pacote PythTB, resul-
tando na descricdo do grafeno com primeiros, segundos e terceiros vizinhos e
das nano tas zigzag, armchair e com bordas arbitrarias.

Espera-se que o trabalho possa ser utilizado por outros alunos como ma-
terial de consulta e venha a colaborar para o aprendizado dos proximos estu-

dantes a ingressarem no grupo de pesquisa.
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