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Resumo

Em 2004, K. Novoselov e A. Geim (Laureados com o Nobel de 2010) conseguiram isolar
e depositar em um substrato uma Unica monocamada de carbono em uma estrutura
hexagonal. Estes desenvolvimentos deram origem as pesquisas em materiais bidimensionais,
e materiais que apresentam cones de Dirac na estrutura de bandas. O con namento lateral
da monocamada introduz as nano tas de grafeno do tipzigzage armchair, cujos nomes

se referem a aparéncia do arranjo dos atomos de carbono em suas bordas.

Nesta dissertacao, investigamos teoricamente a estrutura eletrénica e condi¢cdes de contorno
destas nano tas sob novas perspectivas. O modelo efetivo do grafeno € dado por um
Hamiltoniano (tipo Dirac) linear no momento k, o que introduz duas peculiaridades.
Primeiro, o con namento eletrénico ndo é obtido pela condi¢cdo de contorno trivial de caixa
fechada ( = 0 nas fronteiras). Em seu lugar, costuma-se usar as condi¢des de contorno
de Brey e Fertig (BF), nas quais as estruturas atomisticas das bordas devem ser levadas
em consideracdo. Segundo, quando simulacdes numéricas sdo necessarias, o processo de
discretizacdo do operadok = i@ via diferengas nitas leva ao problema do duplicamento

de Férmions em Hamiltonianos k-lineares, que introduz solu¢cées numéricas espurias
proximas ao nivel de Fermi. Adicionalmente, as condi¢cdes de contorno de Brey e Fertig ndo
sédo implementaveis na abordagem por diferengas nitas. Assim, nesta dissertagdo revemos
estes problemasa priori distintos, e descobrimos que estéo intimamente relacionados e
propomos uma solucédo unica.

Nossos resultados sao fundamentados na demonstracdo de que as condi¢des de contorno de
BF séo equivalentes as de McCann e Fal'ko (MF), sendo que estas Ultimas sao validas para
qualguer Hamiltoniano k-linear. Veremos que as condicbes de MF podem ser estabelecidas
por teoria de grupos e séo de nidas pelas quebras de simetria impostas pelo con namento.
Também utilizando teoria de grupos, mostramos que as correcdes k-quadraticas do Ha-
miltoniano das nano tas sdo dadas por formas matriciais equivalentes as que de nem as
condicbes de MF. Demonstramos aqui que estas correcdes quadraticas, conhecidas como
massa de Wilson, além de resolver o problema do duplicamento de Férmions, modi cam
as condicBes de contorno para a forma trivial de = 0 nas fronteiras.

Esta nossa proposta de uma nova abordagem para estudos de Hamiltonianos dominados

k-lineares ainda ndo é estabelecida na literatura. No entanto é de grande abrangéncia,

pois nossos resultados séao validos ndo so para grafeno, mas para todos os Hamiltonianos
k-lineares em estado sélido, como em isolantes topoldgicos, férmions de Weyl, etc.

Palavras-chave : Grafeno. Modelo efetivo. Condi¢cdes de contorno.






Abstract

In 2004, N. Novoselov and A. Geim (Nobel 2010) have isolated a single layer of graphene on
a substrate. Thus yielding novel research elds in two-dimensional materials, and materials
that are characterized by Dirac cones in their electronic structure. The lateral con nement
of a monolayer introduces the graphene nanoribbons, which can be of the type zigzag or
armchair, whose names refer to the shape of the atomic arrangement at their borders.

In this dissertation, we investigate the electronic structure and boundary conditions of
graphene nanoribbons under novel perspectives. The e ective model of graphene is given
by a Dirac Hamiltonian, linear in momentumk, which introduces subtleties. First, the
hard wall con nement is not given by trivial boundary conditions ( =0 at the Edges).
Instead, one usually applies the Brey and Fertig (BF) boundary conditions, which requires
an analysis of the atomistic terminations of each boundary. Second, whenever numerical
simulations are necessary, the discretization of the operattr= i@, via the nite

di erences method, yield the Fermion doubling problem for k-linear Hamiltonians, which
introduces spurious numerical solutions near the Fermi energy. Moreover, the BF conditions
are not compatible with the nite di erences method. Here, in this dissertation, we revisit
these issues, which are seemingly unrelated, to nd out that they are closely related,
allowing us to propose an unique solution.

Our results are based on the demonstration that the BF boundary conditions are equiv-
alent to those introduced by McCann and Fal'’ko (MF), which are valid for all k-linear

Hamiltonians. We will show that the MF conditions can be established using group theory,
being de ned by the broken symmetries caused by the con nement. The group theory
analysis also allow us to show that the k-quadratic corrections of the Hamiltonian are given
by the same matrices that de ne the MF conditions. We show here that these quadratic
corrections, known as Wilson's mass, not only solves the Fermion doubling problem, but
also modify the boundary conditions, allowing for the trivial = 0 condition at the edges.

Our proposal for a new approach for Hamiltonians dominated by k-linear terms is not yet
established in the literature. However, it is of broad interest, since our results are valid
beyond graphene, and can be applied to all k-linear models, like topological insulators,
Weyl fermions, etc.

Keywords : Graphene. E ective model. Boundary conditions.
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16 Capitulo 1. Introducéo

surgem diariamente em diferentes linhas de pesquisa. Por exemplo, recentemente foi de-
monstrado que bicamadas de grafeno sao supercondutoras quando rotacionadas por angulos
magicos CAO et al., 2018, provendo assim um novo material supercondutor ultra no, e
provavelmente gerando avancgos futuros na nossa compreensao da supercondutividade de
forma geral.

No contexto de dispositivos eletronicos, a monocamada de grafeno possui um
empecilho. Sua estrutura eletrénica é formada por cones de Dirac protegidos por simetria,
comgap nulo. Esta caracteristica € extremamente interessante para se estudar analogos
de fendbmenos relativisticos, caracterizados por Hamiltonianos lineares ®emo tipo de
Dirac, por exemplo: o paradoxo ou tunelamento de KleirK@RTSNELSON; NOVOSE-
LOV; GEIM, 20069. No entanto, dispositivos eletrénicos tipicamente requeregapspara
criar juncdes p-n KITTEL , 2000, ou para se controlar propriedades de absorcédo otica
(BAUDISCH et al., 2019. O gapna estrutura de bandas pode ser aberto quebrando-se
simetrias intencionalmente, ou de forma induzida pelo con namento. Neste Ultimo caso
temos a formacgéo das nano tas de grafend(JJITA et al. , 1996 NAKADA et al. , 1996
WAKABAYASHI et al. , 1999.

As nano tas de grafeno possuem diferentes propriedades dependendo da direcéo de
con namento. Cortando a monocamada em uma certa direcdo cristalogra ca, obtemos
nano tas do tipo zigzag cujo nome re ete o arranjo dos atomos de carbono nas bordas.
O corte em uma direcéo ortogonal a anterior, resulta em nano tas tiparmchair, onde
0s atomos de carbono nas bordas formam uma gura que se assemelha a uma poltrona.
Estas duas formas estéo ilustradas na Figutb). A estrutura eletrbnica resultante destas
nano tas sao bastante distintas nos casoaigzage armchair, (BREY; FERTIG , 2006
SON; COHEN; LOUIE, 2006. As nano tas zigzagapresentam estados de borda proximo
ao nivel de Fermi, sendo que estes fornecem canais de conducdo unidimensionais com
propriedades magnéticas peculiare¥AZYEV; KATSNELSON , 2008. Ja as nano tas
armchair apresentam estruturas de bandas mais tradicionais, porém hiperbdlicas, com um
gap que pode ser controlado pela largura da nano ta ou por potenciais externos.

1.2 Motivagdes e justi cativas

No caso particular das nano tasarmchair, surpreendentemente, existe ainda hoje
uma contradi¢do na literatura sobre o comportamento dgap como funcéo da largurd. da
nano ta. Calculos teoricos, via métoddk p(BREY; FERTIG , 2006 ou tight-binding (SON;
COHEN; LOUIE, 2009, mostram que a nano taarmchair pode ser semicondutoragap
nito), ou semimetalica (gap zero). Os casos semicondutores ocorrem gquando o0 nimero
de atomos de carbono ao longo da largutaé N, = 3p ou 3+ 1, sendop inteiro. E o
caso semimetalico ocorre quandd, = 3p + 2. Porém, resultados de calculoab initio
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(SON; COHEN; LOUIE, 2006 e experimentos HAN et al., 2007 TAPASZTO et al., 2008
BARONE; HOD; SCUSERIA, 200§ mostram que mesmo no cas@3 2 existe um gap

gue diminui com o inverso dd.. Nesta dissertacdo nos investigamos esta contradicdo no
contexto dos modelos efetivos (ou métodd §), e descobrimos que esta contradicéo é
consequéncia das condi¢cdes de contorno introduzidas na referénBREY; FERTIG , 2009.
Veremos que no casop3+ 2, esta condicdo de contorno leva a consequéncias nao-fisicas.
Entdo propomos uma abordagem mais geral para obter estas condi¢cdes de contorno via
teoria de grupos e analise das simetrias de cada nano ta.

Adicionalmente, ambos tipos de nano taszigzage armchair, apresentam um se-
gundo problema ainda ndo solucionado na literatura. Porventura, estudam-se teoricamente
diversas propriedades, e.g., elétricas, térmicas, oticas, das nano tas através de simulacdes
numeéricas. Porém, tipicamente utilizam-se abordagens tigmht-binding (NETO et al.,
2009 ou ab initio, que podem ser bastante custosas computacionalmente. J& modelos
efetivos de baixa energia raramente sdo usados neste contexto devido ao problema do
duplicamento de Fermions IERNANDEZ; LEWENKOPF , 2012 RESENDE et al., 2017.
Como discutiremos nesta dissertacao, este problema surge devido ao processo de discre-
tizacdo numérica da derivada primeira em Hamiltonianos lineares dm(lembrando que
ke = i@). Nesta dissertacdo veremos que este problema numérico também é sanado,
de forma e ciente e precisa, pela mesma abordagem utilizada para obter as condicbes de
contorno que mencionamos acima.

1.3 Organizacao desta dissertacao

No Capitulo 2 apresentamos a metodologia e conceitos fundamentais que serao
utilizados nesta dissertacdo. Comecamos revisando os fundamentos de teoria de grupos
aplicado a estruturas cristalinas. Em particular, apresentamos o método dos invariantes
(secdo2.1.3 que seré utilizado frequentemente na dissertacao para obter a forma matricial
dos termos dos Hamiltonianos, respeitando o grupo de simetria de cada problema. Esta
abordagem nos permitira colocar todos 0s nossos resultados em um alicerce solido. Na Secéo
2.2 introduzimos o método numérico de diferencas nitas, o problema do duplicamento
de Férmions associado a discretizacdo do operador derivada, e sua solucdo genérica na
forma da massa de Wilson. Na secdh3 apresentamos as condi¢cdes de contorno para
Hamiltonianos lineares enk. Em nossos resultados, veremos que as matriddg e M. que
de nem a massa de Wilson e a condi¢cdo de contorno de McCann-Fal'ko estédo relacionadas.

No Capitulo 3, comecamos a apresentar nossos resultados deduzindo o Hamiltoniano
do grafeno via teoria de grupos. Nesta se¢do nosso objetivo € mostrar como usar o método
dos invariantes para obter os termos do Hamiltoniano que sédo permitidos por simetria. Na
sequéncia utilizamos as condi¢cdes de contorno de Brey-Fertig para obter as estruturas de
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bandas das nano taszigzage armchair, bem conhecidas na literatura. Estas servirdo de
base para comparacdo com nossos resultados para 0 mo#ajoadratico.

Antes de introduzir o modelok-quadratico, apresentaremos nosso primeiro re-
sultado desta dissertacdo. Mostraremos que as condicdes de contorno de Brey-Fertig e
McCann-Fal'’ko sdo equivalentes (se¢dt 1.9, e que estas condi¢cdes de contorno podem
ser estabelecidas via teoria de grupos (sec¢zq).

Na Secaa3.3 passamos a discutir o modelk-quadratico. Neste caso vamos além
da literatura usual, e calculamos, via método dos invariantes, os Hamiltonianos efetivos
de cada nano ta (zigzage armchair). Sendo que em cada caso o grupo de simetria é
reduzido, em relacdo a monocamada de grafeno, devido ao con namento. Nesta abordagem
mostramos que 0s termos quadraticos eknsdo naturalmente acompanhados das massas
de Wilson. Mostramos também que as matrize®l,, e M., que de nem a massa de
Wilson e o con namento de McCann-Fal'’ko, sdo equivalentes, ou sdih, = M.. Em
trabalhos anteriores RESENDE et al., 2017, nosso grupo de pesquisa havia proposto esta
equivaléncia como uma conjectura justi cada posteriori, veri cando que os resultados
obtidos para a estrutura de bandas estavam corretos. Em contraste, aqui nGs provamos
que esta igualdade € sempre verdadeira, e as matrikég = M. sdo de nidas pelo grupo
de simetria da nanota, ou seja, sdo de nidas pela quebra de simetria induzida pelo
con namento. Por m, esta metodologia é aplicada as nano tazigzage armchair, e
comparamos os resultados obtidos com o modelo linear e quadratico lenConcluimos a
dissertacdo sumarizando os resultados e discutindo brevemente perspectivas futuras.

Complementarmente, no ApéndiceA apresentamos o métod& $, sendo que
este auxilia a compreensao dos modelos efetivos apresentados ao longo da dissertacéao.
No ApéndiceB.1 apresentamos os coédigos-fontes utilizados para obter os Hamiltoniano
via método dos invariantes. E no Apéndic8.2 apresentamos os codigos utilizados para
diagonalizar os Hamiltonianos das nano tas via método de diferengas nitas.
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2 Metodologia

Nesse capitulo buscamos contextualizar alguns conceitos que serdo importantes para
entendermos os resultados obtidos. Assim, iniciamos com uma breve discusséo da teoria
de grupos e do método dos invariantes, que seréo utilizados para de nir os Hamiltonianos
modelo para a monocamada de grafeno e para as nano tas tipigzage armchair. Estes
Hamiltonianos seréo trabalhados tanto analiticamente, quanto numericamente. Assim,
na sequéncia introduziremos a abordagem numérica em termos do método de diferencas
nitas. Complementarmente, no ApéndiceA mostramos que a abordagem via método dos
invariantes é equivalente ao métod& p.

2.1 Introducéo a teoria de grupos

No estudo de propriedades eletronicas de materiais é Util analisar suas simetrias,
pois através das simetrias e do método dos invarianteg/(NKLER , 2003 podemos
calcular as suas estruturas de bandas, como serd visto adiante neste trabalho. Para
tal, faz-se necessario um entendimento de teoria de grupo abstralRESSELHAUS,;
DRESSELHAUS; JORIQ, 2007 FAZZIO; WATARI , 2009.

Sera dito um grupo, sempre que um conjunto de opera¢cdes obedecer as seguintes
propriedades:

Fechamento: tomemos um conjunto de elementos G, tal que A e B pertencam a
G, a operacao AB (note que AB n&o necessariamente representa uma multiplicacdo, mas
sim A atuando em B) resulta em um valor C que também pertence a G;

Associatividade: sendo A, B e C pertencente a G tem-seAB)C = A(BC);

Elemento identidade: para todo A pertencente a G, temos um elemento E
também pertencente a G tal que EA = AE = A;

Elemento inverso: para todo elemento do conjunto G, por exemplo A, existe um
elemento complementaA ! tal que, A A= AA 1=E.

Sendo assim, todo conjunto que obedece as propriedades mencionadas acima sera
denominado grupo. Quando além de tais propriedades ele ainda for comutativo (AB =
BA), ele sera dito grupo Abeliano ou grupo comutativo.

Os grupo podem ser subdivididos ainda quanto a quantidade de elementos de duas
maneiras distintas. Grupos nitos sdo aqueles que contém um ndmero nito de elementos.
Em contrapartida, grupos in nitos possuem um ndmero in nito de elementos. Estes podem
ainda ser grupos in nitos discretos, nos quais os elementos podem ser parametrizados
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Tabela 1 Exemplo de tabela de multiplicacdo FAZZIO; WATARI , 2009.

por nimeros inteiros. Por ultimo, grupos in nitos continuos, nos quais os elementos sao
densos e parametrizados por numeros reais. Um grupo também pode ser denominado como
ciclico, essa denominacéo sera utilizada quando tivermos um conjuntordelementos,

de tal forma que os elementos desse grupo sejam compostosAdor AA:::AA, sendo a
repeticdo da aplicacdo de A em A feita vezes. Assim, este grupo € dado pelos seguintes
elementos:A; A2, A3; ;A" = E, logo A sera o elemento gerador do grupo ciclico que
possuird ordemn. Outras terminologias fundamentais para o entendimento da teoria de
grupo serao apresentadas a seguir.

Tabela de multiplicagdo: de ne como ocorre a atuacao de todos os elementos de
um grupo atuando um no outro. A sua constru¢ao se assemelha com a de uma matriz, onde
os elementos da?.coluna e 2 linha serdo todos os elementos do grupo, e o cruzamento de
linha com coluna representa a aplicacdo do elemento da linha no elemento da coluna. Na
ilustracdo da Tabelal, temos, por exemplcCD = B.

Subgrupo: consiste em um grupo onde 0s seus elementos estdo todos contidos em
um outro grupo G e além disso obedece as regras para ser um grupo, ou seja, fechamento,
associatividade, elemento identidade e elemento inverso.

Elementos conjugados: Sejam A, B elementos de um grupo G, se existe algum
X 2 G, tal que XAX 1!= B, diz-se que A e B séo conjugados. Ou seja, dizemos que A e
B sdo semelhantes, ja que a operacX®X != B é uma transformacio de semelhanca.
O conjunto dos elementos conjugados entre si, elementos semelhantes, forma classe
de simetria .

Coset: seja um subgrupo S de um grupo G, se S tiver ordeme G tiver ordemg,
tal que h < g, o grupo G tera elementos ndo contidos em S. Se pegarmos um elemento de
G que ndo esta contido em S, por exemplo X, e zermos a aplicacdo de X nos elementos
de S, o conjunto formado pelos elementos resultante dessa aplicacdo serd denominado
coset ou conjunto complementar. Quando a aplicagao se der pela direita ele recebera o
nome de grupo coset a direita, se essa aplicacao vier pela esquerda ele recebera o nome
de grupo coset pela esquerda. Quando todos os cosets pela esquerda sdo iguais aos cosets
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_ JE My [My [Mg [Ma[Co [Cs [Cyp |
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Tabela 2 Tabela de multiplicacdo do grupd 4, que representa as simetrias do quadrado.

Ao adotarmos um plano que passe pelo cristal, podemos montar entdo uma operacao
de simetria que recebera o nome de re exao, operacao a qual levatd x,ouy! vy,
dependendo de qual plano utilizamos. Essa operagéo serd denominada re exao no plano,
ou aindamirror (do inglés, espelho). Por exemplo, aqui usaremos a nota¢dq, para uma
operacao de espelho que leva!  x. Utilizando o mesmo quadrado de vértices (1,2,3,4),
teremos como planos de re exdes 0s que passam paralelos ao eiXd y),(paralelo ao eixo
x (My), os planos diagonais que ligam os vértices 2 eM {;), e o0 outro plano que liga o
vértice 1 e 4 Myp).

Partindo do exemplo, podemos pegar o espelh, e realizar a operacdo de simetria
no quadrado, que ird levar x em -x, partindo do quadrado (1,2,3,4) teremos como resposta
o quadrado (2,1,4,3). De uma maneira geral, ao aplicarmos re exdes em um nuamero par
de repeticdes voltaremos a posi¢ao original do cristal, ou seja, faremos uma operacao de
identidade. Para repeticdes impares teremos como se houvesse aplicado somente uma vez
a re exao.

Outra operacédo de simetria importante é a inversdo com relacdo a origem, onde
conseguimos levar em ¥, ou seja, podemos levax = Xx,y= yez= zsem alterar
a estrutura da rede. Esta operacdo € denominada inversao. Para o exemplo de caso ao
gual estamos utilizando, esta operacdo é a equivalente a sairmos do quadrado (1,2,3,4) e
chegarmos no quadrado (3,4,1,2).

Peguemos agora, qualquer eixo que passe pelo centro geométrico do quadrado
(1,2,3,4), que estamos utilizando como exemplo. Rotacdes feitas em torno deste eixo, serao
chamadas de rota¢cfes proprias e também serdo operacdes de simetria, representadas por
Ch(x) ( rotacionando de um angulo = 27 ). No caso do quadrado (1,2,3,4), podemos,
por exemplo, adotarmos a rotaca€,(z), que seria uma rotacdo para = 90 ao redor do
eixo z, 0 que levaria o quadrado para a con guracgao (2,4,1,3).

Com base nas operacdes de simetrias mencionadas acima, podemos construir uma
tabela de multiplicacdo de todas as operacdes do quadrado (1,2,3,4) que utilizamos como
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exemplo. Para obter essa tabela devemos ver o que o produto da aplicacdo das operacdes
seguidas no quadrado retoma, como,MyM,(1;2;3;4) = My(2;1,3;4) = (4;3,1,2) =

C,y(2) = (1;2;3;4), aplicando sucessivamente as comutacdes chegamos na tabela de
multiplicacéo exibida na Tabela2.

2.1.1.1 Teorema de Bloch

Tomemos um operador de translacao da redg,, tal que esse operador aplicado a
funcdo de onda (¥), retoma a mesma funcdo de onda deslocada Beou seja

Tr (A= (*+R): (2.5)

Se tomarmos um outroR; que pertenca a rede, e aplicarmos o operadfg e em
seguida o operadoff, em (¥), vamos obter:

TrTr, (= (r+ Ri+ R): (2.6)

ComoR; + R é uma soma, podemos trocé-los de ordem sem alterar o resultado,
ou seja,R; + R = R+ Ry, 0 que nos remete:

TrTg, = Tg, Tg! (2.7)

Logo podemos a rmar que os operadores de translacédo da rede Bravais comutam
entre si, uma vez que nao sao especi cadBsou R;. Essa regra de comutacao vale para
gualquer translacdo, com uma unica obrigatoriedad® e R; devem ser vetores da rede.
Portanto o grupo formado pelos vetores de translacéo da rede de Bravass § é um grupo
Abeliano, que possui como propriedade ter as representacdes irredutiveis unidimensionais.
A tabela de multiplicacédo deGt pode ser formada a partir da seguinte regra:

TriTr, = Trigy: (2.8)
D¥[TRI:D*[Tg,] = D*[Trur,]; (2.9)
f(R):f (Ry) = f(R+ Ry): (2.10)

A Unica funcaof (R) que satisfaz a relacdo acima € a exponencial, portanto temos
quef (R) = e R. Assim, o produto na Gltima equacgéo acima torna-se R:e R = e (R*Ru),

ComoR e R; sao quaisquer vetores da rede de Bravais, estas relacdes também
devem ser validas par&R =0 e R; = LR, sendoL !'1 a largura total do cristal em
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uma certa direcédo. Para estas translacdes extremas, devemos considerar as condi¢cdes de
contorno periodicas de Born von Karman ASHCROFT; MERMIN , 1979, tal que

TL="To (2.11)
D (T.)= D (Typ) (2.12)
et =1; (2.13)
sendo que esta ultima condicao implica
.2n
=i—: 2.14
= (2.14)
No limite deL !'1 |, temos que ! ik, o que resulta no teorema de Bloch,
(++ R)= €*F (9): (2.15)

No Capitulo 3, utilizaremos o teorema de Bloch para de nir a fase relativa entre os
orbitais p, nas subredes do grafeno e de nir nossas funcdes de base.

2.1.2 Grupo da equacéo de Schrodinger

DadoH = p?=2m+ V(+), o grupo da eq. de Schrddinger é dado pelas operagdes de
simetria que mantém o cristal invariante, ou seja, que mantém(+¥) invariante.

ConsiderandoR como uma operacéo de simetria genérica de um gruoa atuacao
de R na equacao de Schroédinger para um Hamiltoniano genéridoé

RH (H= R (P (2.16)
RHR 'R (= R (¥); (2.17)
RHR ' (H= (¥ (2.18)

onde introduzimos a identidadeR 'R =1, e assumimos que (¥) = R (¥) 6 ().

Dizemos queR sera um elemento do grupo da equacédo de Schrédinger, se e somente
se (¥) também obedecer a mesma equacao de Schrodinger q@e). Assim, queremos
que H seja invariante pela transformacéo de semelhanBHR ! = H. Multiplicando por
R pela direita, vemos que esta invaridncia € equivalente a

[H;R]=0: (2.19)

Assim, vemos que 0 grup& da equacdo de Schrodinger € de nido pelo conjunto de
operacgOes de simetria que comutam cokh.
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2.1.2.1 Grupo do pont&

Em geral, queremos de nir Hamiltonianos efetivos que descrevam aproximadamente
a estrutura de bandas préxima a um certo pont& da zona de Brillouin. Caso este seja o
ponto , i.e. K =0, devemos trabalhar com o grupds da equacéo de Schroédinger como
de nido acima. Porém, para outros pontoX (por exemplo, para o ponto K do grafeno),
veremos que devemos trabalhar em um subgru@ de G. O subgrupoGy é o chamado
grupo do pontok, pois mantém o pontok invariante.

Sejam .k (paran=1;2; ) auto-estados deH no pontokK = K, e .\ auto-
estados no pontdM . Aqui entendemosK e M como dois pontos ndo-equivalentes na zona
de Brillouint. Uma operagaoR de G pertence ao subgrup@k do ponto K se transforma

nk Simplesmente numa combinagéo linear de suas parceiras,

X
R nk = Cn mK (2.20)

m

ou seja,R atuando em .k nao introduz fungbes de base de outro ponto da zona de
Brillouin. As operacfesR que satisfazem esta condi¢cdo, sdo as mesmas que mantém o
ponto K invariante na zona de Brillouin.

Portanto, o subconjunto de opera¢g6eR de G, que mantém um pontok invariante,
de ne o subgrupoGy do ponto K. Consequentemente, para descrever o Hamiltoniano
efetivo em torno de um certo pont&k = Ky, basta considerarmos uma base composta por
solu¢des conhecidas deste ponto, e as operacdes de simetria que 0 mantém invariante. Na
proxima se¢do veremos como usar o metodo dos invariantes com este propasito.

2.1.3 Método dos invariantes

Suponha que queiramos obter um Hamiltoniano efetivo para um certo porko= Ko,
que € invariante perante as operag¢des do gru@g,. Para simpli car a nota¢do, podemos
de nir K = Ry + ~, sendo~ uma nova coordenada no espacgo-k, com origem &mn O
método dos invariantes (WVINKLER , 2003 consiste em consideraH como uma expansao
de Taylor no momento~, e obter os coe cientes da expansao impondo gt comute com
0s elementos do grup®y,. Assim, consideramos a expanséo

X
H = hm;n ;n

m;n

y = hoo+ hio x + hox y + hoo 2+ hoy 32,"‘ hig x y*+ ; (2.21)

sendo que 0s coe cientels,,,, Sdo matrizes desconhecidas.

Lembrando que dois pontos da zona de Brillouin séo equivalente se existir um veten®; + pb, que os
conecte, sendan e p inteiros.
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Agora, vimos que para toddR no grupo Gy, devemos ter |g; R] = 0. Como esta
relacdo deve valer para todo, e y, podemos impo-la ordem a ordem, ou seja,

[ho,0; R] = 0; (2.22)

[hi0 x + hoa y;R] =0; (2.23)

[h2o s+ Moz o+ hi1 x y;RI=0; (2.24)
(2.25)

No capitulo seguinte aplicaremos este método para obtertb do grafeno até
segunda ordem. Complementarmente, no Apéndiéde mostramos que esta abordagem é
equivalente ao tradicional métodk p.

2.2 Meétodo de diferencas nitas

Uma vez obtido o Hamiltoniano efetivo como fungéao de (por exemplo,H =
~Vg~ ~), passamos a focar na busca pelas solu¢gbes da equacdo de Schrodinger. Em alguns
casos podemos diagonalizar o Hamiltoniano analiticamente. Em outros, precisamos de
técnicas numeéricas. Assim, nesta secao introduzimos o metodo numeérico de diferencas
nitas ( PANG, 1997, que sera utilizado no decorrer desta dissertacao.

Se o sistema é con nado na direcéo, devemos fazer, = i@. Assim, o método
de diferengas nitas consiste em transformar estas derivadas em representacdes matriciais
em um espaco discreto, i.ex! X; = Xg+ i X, sendo X o0 passo de discretizacdo. Para
isso, considere uma funcab(x), e o deslocamento discreto, ou passox. As funcdes
deslocadag (x X), podem ser expressas em uma série de Taylor para 0 na forma

f(x+ x) fX)+fIx) x+ fO‘(xZ)Ixz; (2.26)
F%x) X2,
f(x x) f(x) Y% x+ — o (2.27)

Subtraindo as duas equacdes acima, obtemos uma expressao aproximada para a
primeira derivada,

= 108 0T 0,

£0= fig 104 (2.29)
! 2 x '

(2.28)

sendo que na segunda forma introduzimos a notacgo= f (x;), fi 1 = f(x X).
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Para obter uma representagdo matricial, considere a expressaofdeparai =
1,2; 3N,

para i=1, f2= f22 ):0; (2.30)
i=2, f9= f32 ;1; (2.31)

i=3, fQ= f“z ;2; (2.32)

i=4, f0= f52 ;3; (2.33)
fo= f”lz )Ii L (2.34)

i=N-1, fQ ,= fNZfXNZ; (2.35)
=N, 0= lez)INl (2.36)

Note que na primeira e Ultima equacgado aparecem os termfgse f .1 que estdo fora do
dominio que de nimos dei = 1, para N. Para elimina-los das equacfes e achar uma forma
matricial fechada, devemos considerar as condicées de contorno. Como queremos con nar
os elétrons, e entendendo que eventualmeritéx) representard uma funcdo de onda, €
natural imaginar que a condi¢do de contorno adequadafg= fy+1 =0, ou seja, a funcao

vai a zero nas fronteiras. Com estas consideracdes, obtemos a forma matricial

2 3 8 90 1
0O 1 0 fq
f0 L 1 0 0 g fo
f2 = 1 fac: )
2 X§ . § '3 (2.37)
1 0 fN

Seguindo o0 mesmo procedimento, podemos de nir uma forma matricial para a
segunda derivada, para representar: = @. Neste caso somamos as EqR.26) e (2.27)
para obter

f(x+ x) 2f(x)+ f(x X)
XZ

f0Ux) =

: (2.38)

cuja representacdo matricial ca
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2 3 8 90 1
f 00 2 1 0 00 fy
f9 21 21 00 ZHE
f0 :X2§ 0o 1 210 § fafs (2.39)
f 00 "0 0 O 1 2 fy

na qual utilizamos novamente as condi¢cdes de contorhg= fy+; = 0.

Estas formas matriciais nos permitem escrever os Hamiltonianbék na forma
de matrizes e a equacédo de Schrodinger em um problema de auto-valor que pode ser
facilmente diagonalizado em qualquer linguagem de programacdo moderna. No Apéndice
B.2 apresentamos os cddigos implementados nesta dissertacao, referentes aos resultados
gue serdo apresentados no proximo Capitulo.

Note que nas de ni¢cdes acima utilizamos as condicées de contorno de uma particula
em uma caixa. Ou seja, implicitamente estamos assumindo que a funcao de onda vai a zero
nas fronteiras. Abaixo, na Sec¢éd.3.1 mostraremos que estas condi¢cdes de contorno nao
sdo apropriadas para Hamiltonianos lineares. Adicionalmente, na proxima secao veremos
que este processo de discretizacdo, quando aplicado a Hamiltonianos linearek,dava ao
problema do duplicamento de Férmions. Ao longo desta dissertacdo, veremos que estes dois
problemas podem ser resolvidos incluindo termos quadraticos &nde forma apropriada.

2.2.1 Problema do duplicamento de Férmions

Para compreender os problemas da discretizacdo de um Hamiltoniano linear em
vamos considerar um caso simples, porém ilustrativo, dado pelo Hamiltoniano unidimensi-
onal

H=~r x x (2.40)
cujos auto-valores exatos nos déo a relacdo de disperS@g = ~vg

Agora, veremos como 0 processo de discretizacdo da secao anterior modi ca a
relacdo de dispersado. A equacao de Schrodinger discreta ca

~VE x x (X)=" (X); (2.41)

Ve ST = (2.42)
|
sendoque (x)! ;= ™ & um spinor.
B;i
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exata (linha preta). Parak pequeno as duas solu¢gées concordam razoavelmente bem, pois
sink x)= x k. Porém, parak maiores, vemos que a curva da disperséao resultante o
modelo discreto introduz um par de solucdes espurias (circulos vermelhos). Estes sdo 0s
férmions duplicados KAPLAN , 1992 TWORZYDLO; GROTH; BEENAKKER , 2008
HERNANDEZ; LEWENKOPF , 2012 RESENDE et al, 2017.

2.2.2 Massa de Wilson

O problema do duplicamento de Férmions, apresentado acima, € um problema que
se faz presente devido a discretizagdo do Hamiltoniano linear. Em cromodinamica quantica,
varias possiveis solugdes foram investigadd3HGRAND, 2007 CHANDRASEKHARAN;
WIESE, 2004 SUSSKIND, 1977 STACEY, 1982 TWORZYDLO; GROTH; BEENAK-

KER, 2008 WILSON, 1974 KOGUT; SUSSKIND, 1975 BERMUDEZ et al., 201Q ZHOU

et al., 2017 SVETITSKY et al., 1980 QUINN; WEINSTEIN , 1986 KAPLAN , 1992
KAPLAN; SUN, 2012 CREUTZ; HORVATH , 1999, porém de acordo com o teorema de
Nielsen-Ninomiya, todas estas soluc¢des introduzem nao-localidade ou quebram alguma
simetria do problema de forma indesejada\N(ELSEN; NINOMIYA , 1981k NIELSEN;
NINOMIYA , 19813 KARSTEN, 1981). Ja na fisica do estado sélido, uma solucéo parcial
para este problema foi introduzida na referéncisHERNANDEZ; LEWENKOPF , 2012, e

mais recentemente nosso grupo de pesquisa descobriu que a inclusdo da massa de Wilson
(RESENDE et al, 2017 prové uma solugcdo completa e adequada.

A massa de Wilson (WILSON, 1979 consiste em termo quadratico em que &
adicionado ao Hamiltoniano, tal que este ca

H=~VE x x+my 2 (2.47)

sendom a massa de Wilson, e,, uma matriz unitaria que sera de nida abaixo. Aplicando
novamente as séries de Fourier, a versao discreta deste Hamiltoniano torna-se

in(k 2
~VEg Xs,ln(xx)+ m W7[1 cosk Xx)Jck = "cxk: (2.48)
Emk= = xtemos
m ch =" X C; (2.49)
4m
" —_ = — 2.50
« 2 (2.50)

sendo que nesta Ultima expressao assumimos qyetem autovalores 1. Assim, a escolha
de , parece ser limitada a qualquer matriz unitaria que faca com que abra um
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gapemk = = x, como ilustrado pela curva azul na Figura3. Neste caso, park
pequeno o espectro segue aproximadamente igual ao exato, enquanto que kbayeande o
gapintroduzido emk = = x elimina os férmions duplicados, deslocando-os para altas
energias.

Nesta dissertacdo, veremos que 0s termos quadraticos, que de nem a massa de
Wilson, n&o precisam ser adicionados manualmente no Hamiltoniano. Estes termos surgem
naturalmente no método dos invariantes e respeitam as simetrias do sistema. Adicional-
mente, mostraremos que a matriz que de ne o termo de Wilson,{ neste exemplo), é
sempre equivalente a matriz que de ne a condicéo de contorno do problema na formulacéo
de McCann e Fal'ko MCCANN; FAL'KO , 2009, que discutimos a seguir.

2.3 Condicdes de contorno para Hamiltonianos lineakes em

Originalmente, Brey-Fertig BREY; FERTIG , 2009 estudaram as condicdes de
contorno e con namento de uma monocamada de grafeno. Veremos no Capitslbque
os Hamiltonianos do grafeno nos pontd$s e K °da zona de Brillouin sdo

Hk = ~Ve~ K; (2.51)
Hkxo= ~vg~ K; (2.52)

sendovg a velocidade de Fermi~ as matrizes de Pauli atuando nas subredes A e B,

R = (k«; ky), € indica a conjugagdo complexa. As nano tas de grafeno séo obtidas cortando
a monocamada, tal que os elétrons cam con nados na dire¢c&o(zigzag ou y (armchair).

Na proposta da referénciaREY; FERTIG , 2009, as condi¢cdes de contorno apropriadas
para cada caso sao obtidas analisando-se as terminagdes atomisticas das nano tas. Para
nano tas do tipo zigzag(secdo3.1.3, uma das bordas é composta exclusivamente de
atomos de carbono da subrede A, enquanto a outra borda é composta de &tomos da subrede
B. Assim, Brey-Fertig propdem que a fungéo de onda, correspondentes a subrede A deve

ir a zero em uma borda, enquanto queg deve ir a zero na outra. J4 para as nano tas
tipo armchair (secédo3.1.4) as duas bordas possuem atomos das subredes A e B. Assim,
Brey-Fertig concluem gque ambas as fun¢cdées de onda devem ir a zero nos extremos.

Esta abordagem de Brey-Fertig € elegante, pois nos da uma interpretacéao fisica
concreta das condi¢cbes de contorno. De fato, pode também ser usada para isolantes
topoldgicos ARAUJO et al., 2016. Porém, esta proposta sempre requer uma anélise das
terminag6es atomisticas, 0 que pode se tornar inviavel em sistemas mais complexos. Assim,
nesta dissertacdo buscamos formas alternativas de obter estas condicdes de contorno via
teoria de grupos. Para este propésito, utilizaremos as condicées de contorno propostas nas
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referéncias BERRY; MONDRAGON , 1987, (MCCANN; FAL'KO , 2009 e (AKHMEROQV;
BEENAKKER , 2008, que serao introduzidas na proxima secao.

2.3.1 Condicoes de contorno de McCann-Fal'ko

Condi¢cdes de contorno genéricas e adequadas para Hamiltonianos lineares em
k foram introduzidas originalmente nas referénciaBERRY; MONDRAGON, 1987,
(MCCANN; FAL'KO , 2009 e (AKHMEROV; BEENAKKER , 2008. Aqui, nos referimos a
estas como condi¢des de contorno de McCann e Fal'’ko (MF), pois seguimos uma formulacao
e problemas semelhantes aos destes autores.

Para obter estas condigbes de contorno, vamos considerar novamente um sistema
unidimensional simpli cado, porém genérico o0 su ciente para que a expressado nal seja
valida de forma ampla. Assim, utilizaremos aqui o Hamiltoniano linear et na forma

H= M k; (2.53)

sendo uma intensidade arbitraria, M, uma matriz unitaria que de ne a forma do
Hamiltoniano, e k 0 momento ao longo da direcdo de con namento, que aqui de niremos
como x. Queremos de nir o sistema de forma que os elétrons estejam con nados no
intervalo %L X %L. Para que isso ocorra, € necessario que a regiao extexng, % e

X > %L, seja proibida. Ou seja, que haja ungap como ilustrado na Fig.4. Caso nao haja
gapnas regides externas, os elétrons sempre terdo estados acessiveis e ndo serao con nados.
No contexto de transporte, esta condicdo é conhecida como tunelamento KIefiLEIN ,

1929 KATSNELSON; NOVOSELOQOV; GEIM, 200§.

Para introduzir o gapnas regides laterais e gerar o con hamento, adicionamos um
potencial con nante ao Hamiltoniano,

H= Mk M. X }L+ X }L ; (2.54)
2 2
sendo (x) a funcdo degrad. O sinal dos novos termos é arbitrario, pois é arbitrario, e
0 escolhemos como negativo por conveniéncia para deixar a expressdo nal mais intuitiva.
Assim, para %L X %L temos simplesmenteH = M (k como antes. Mas para
X < %L ou X > %L temosH = M (k M ., sendo que as possiveis matrizes unitarias
M. devem ser tais que abrem ungap = 2j j para k = 0 nas regides exteriores, como

ilustrado na Fig. 4.

Nas regides exteriores, devido agap entendemos que as funcbes de onda séo
evanescentes, com comprimento de penetragdo= . No limite de parede rigida, '1 ,
a funcdo de onda vai a zero rapidamente ap0s a barreira. Com estas consideracdes em

2 (x)=1sex>0,e (x)=0sex O.
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ML (5D (5 eMe ( 5L7)=0; 257
[iM i oMd (gL)=0; (259

pois ( %L )! Opara !1 . Paradenir c, reescrevemos a Eq2(58 na forma

1. ¢ 1. 1.
(3= i—MgM¢ ( SH)=U (5L (2.59)

sendoU = i(c = )M!M.. Para preservar o médulo de ( L=2), devemos terjdetUj = 1,
comoMy e M. séo unitarias, esta condicdo implica= =

Aplicando os resultados acima de volta na Eq2.58 obtemos a condicdo de
contorno MF para a interface emx = L=2. O mesmo procedimento acima pode ser
repetido para a interfacex = L=2, tal que obtemos

M Md ( 20)=0; (2.60)

Estas sdo as condi¢cdes de contorno de McCann e Fal'’ko. Assim, vemos que solucdes
nao-triviais requeremdet[M, iIM ] = 0, o que de ne as possiveis matrizesl.. Note

gue, implicitamente o sinal esta relacionado a normal da superficie onde a condi¢ao
de contorno é aplicada [esta foi a motivacdo da convencédo pelo sinal negativo nos novos
termos da Eq. @.54)].

Veremos nesta dissertacdo, que: (i) para as nano tas de graferigzage armchair,
€ possivel escolher matrized . que fazem com que estas condi¢des de contorno sejam
iguais as condicbes de contorno de Brey e Fertig (BF) apresentadas na referénBRKY:;
FERTIG, 2006, sendo que estas sdo as condicfes usualmente aplicadas as nano tas
de grafeno; e (ii) estas matrized1. também aparecem naturalmente no método dos
invariantes, e atuam como os termo quadraticok? que de nem a massa de Wilson.
Adicionalmente, ao introduzir os termos quadraticos, 0 Hamiltoniano passa a aceitar
condi¢des de contorno triviais (0) = (L) =0, que sdo compativeis com o método de
diferencas nitas apresentado acima.
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entenderk como o desvio do pontd . Apresentaremos em detalhes a deducéo deste
Hamiltoniano via método dos invariantes. Nesta abordagem queremos enfatizar que este
termo linear é apenas o primeiro termo de uma série de Taylor. Usaremos o Hamiltoniano
linear para obter a estrutura de bandas das nano tasigzage armchair usando as condigdes

de contorno de Brey-Fertig, e mostraremos que estas sdo equivalentes as condi¢cbes de
contorno de McCann-Fal'ko. Esta equivaléncia introduz nosso primeiro resultado, onde
mostramos que as condi¢cdes de McCann-Fal'ko podem ser obtidas via teoria de grupos. Por
m, introduzimos os modelosk-quadraticos para as nano tas e veremos que a introdugéo

do termo de Wilson simpli ca a abordagem numérica e reproduz as mesmas estruturas de
bandas obtidas analiticamente para o modelk-linear.

3.1 Modelos k-linear e soluctes analiticas

Nesta secdo, usaremos teoria de grupos para obter o Hamiltoniano efetivo do grafeno
até segunda ordem erk. Porém, inicialmente utilizaremos apenas o termo linear. O termo
guadratico sera utilizado mais adiante na Secd&3. Aqui, apresentaremos e aplicaremos
as condi¢cdes de contorno de Brey-Ferti®dREY; FERTIG , 2006 para obter a estrutura
de bandas exatas das tas tipaigzage armchair utilizando apenas o termo linear enk.

Por m, mostraremos que estas condi¢cdes de contorno sao equivalentes as de McCann e
Fal'ko (MCCANN; FAL'KO , 2009, apresentadas na Sec¢dd3.1 O desenvolvimento destes
resultados analiticos, apesar de ja conhecidos, serdo importantes para depois contrastarmos
os termos lineares e quadréaticos na abordagem numérica apresentada na Seég&sta
comparacao sera fundamental para estabelecer nossa proposta das massas de Wilson para
nano ta zigzage armchair de grafeno.

3.1.1 Grupo de simetria e funcbes de base

Para entendermos o modelo linear, precisamos primeiro encontrar as simetrias do
grafeno. Como apresentamos anteriormente, o grafeno possui uma rede hexagonal, tipo
colmeia. O hexagono possui como grupo de simetria g,DComo ilustrado na Figura?,

as operacdes de simetria deste grupo séo

E : operacao identidade;

2C¢ (2S;): rotacdes proprias (impréprias) em torno de por um angulo 26
2C3 (2S3): rotagdes proprias (impréprias) em torno de por um angulo 23;
C,: rotacdo de em torno do eixo z;
3C2: rotagdes de em torno dos eixos que cortam vértices;

3C 3 rotagbes de em torno dos eixos que cortam arestas;
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como ilustrado na Figura5. Assim, de nimos o spinor (¥) em termos destas fungdes de
base,

0 1
=0 *"a, (3.5)
B ()
A sequir, utilizaremos este (¥) para de nir as representacdes das operactes de
simetria no espaco de Hilbert. Estas, serdo denominadas (R) para R 2 Dg,. Posterior-
mente, apresentaremos as representacfes destas mesmas operacdes de simetria no espaco
k, que serdo denominadaB(R).

Considerando as fases de Bloch ilustradas na Figusae que em cada sitio das
redes temos um orbitalp,, veri camos por inspec¢éo que a agdo das operagdes de simetria
em 5 e g Sao

D (E) A= a; D (E) 8 = s; (3.6)

D (M;) A= A, D (M;) s = B (3.7)
D (Mx) A= 1 8; D (Mx) s =+1 a; (3.8)
D (Cy) A=1 8; D (Cy) 8= i a; (3.9)

D (C) A=€ A, D (Cy) =€ a4 (3.10)
D (Si) a= € D (Sy) 6= €' &; (3.11)

sendo =2 =3.

Considerando o spinor (+), Equacao(3.5), e o resultado das operagdes acima,
obtemos as seguintes representacées matriciais para as operacdes de simetria,

0 1
10
D (E)= @ A= o 3.12
(E) 0 1 0 (3.12)
0 1
1 O
D (M,)= @ A = : 3.13
(M;) 0o 1 0 (3.13)
0 1
D (My)= @ gA = (3.14)
|
0 1
0 i
D (Cy)= @ 0 A= (3.15)
|
0o 1
e 0 . .
D (Cy)= @ 0 o A= 4cos +i ,sin; (3.16)
0 1

e 0 .
D (Sg)= @ 0 A= ,cos i ,sin; (3.17)
e
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sendo que no lado direito de cada expressao, representamos as matrizes em termos da
identidade , e das matrizes de Pauliy, y, e ,, que atuam no espaco das fungbes de
basef A; BO.

Para achar as representacdes das operacdes de simetria no edpagamcedemos
de maneira analoga. Assim, podemos veri car, por inspecao, quais sao as matrizes que
representam a agdo de cada operagéo no vekor (Kky;ky). Esta representacéo é dada
pelo grupoO(2) de rotacao-inversdo. Assim temos

0 1
10
DK(E)= @ A 3.18
(E) 0 1 (3.18)
0 1
10
DK(M,)= @ "A: 3.19
(M) 0 1 (3.19)
0 1
10
D¥(M,) = @, (3.20)
0 1
10
D¥(Cy) = @ o 1 (3.21)
0 ‘ 1
D¥(Cy)= @ > M, (3.22)
sin cos
0 ‘ 1
DX(Sy)= @° SN A (3.23)
sin cos

Como estas operagdes atuam no espd;e ( ky; ky), ndo devemos representa-las em termos
dos , ja que estas matrizes atuam no espa¢o o; g0.

3.1.2 Modelo efetivo: cones de Dirac

Na sec¢ao anterior de nimos as matrizes de representagdo no espaco de Hilbert
f A, 80 e no espack = (kg;ky). Agora utilizaremos estas representacdoes para obter
o Hamiltoniano efetivo do grafeno via método dos invariantes. O termo linear deste
Hamiltoniano (NETO et al., 2009 é conhecido como Hamiltoniano tipo Dirac do grafeno,
H = ~vg~ K. Porém, aqui estamos interessados em seguir a expansao de Taylor até
segunda ordem enk.

Primeiro, vejamos como obter o termo linear erk. Considere a expansao truncada

H = ho + heky + hyky; (3.24)

onde as matrizeshg, hy e hy sé@o incégnitas. O método dos invariantes nos diz que o
Hamiltoniano H do sistema deve comutar com qualquer operacao do grupo pontual, i.e.
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[H;R] =0, 8R 2 D3,. Como esta relagéo deve valer para todq e ky, podemos impor
esta relacdo de comutacdo ordem-a-ordem.

Em ordem zero, supomos quie, seja

ho= 00t 1 x+ 2 y+ 3 2 (3.25)

onde o123, SA0 incognitas (escalares), e as matrizes de Pauli foram de nidas na Segéao
anterior. Estas atuam no espaco de Hilbert A; gg, e obedecem [p; ] = 0 (para
n=xy;z), el x; y]=2i ,. Agora, devemos importy; R] = 0 para todo R 2 Dgp,.

ComoD (M,) = 0, €sta operagdo comuta trivialmente corhy. J& a comutagéo
comD (Cy)eD (Cs,) nos da

[ho;D (Cy)]=0+2i, ,+0 2 3 x=0; (3.26)
[ho, D (C3Z)] =0+2 1Sin y 2 zsin «+t0=0: (327)

Como as matrizes de Pauli formam uma base linearmente independente para as
matrizes 2 2, a Unica solucdo possivel @ = , = 3 =0. Assim, obtemos

ho: 0 O- (328)

De maneira analoga, devemos impor a comutagdo dos ternip&, + hyk, com
as operacoe® 2 Dj,. Neste caso devemos carregar os dois tremos juntos, pois algumas
operagbes misturank, e ky. Assim, queremos imporH,ky + hyky; R] = 0. Abrindo o
comutador e multiplicando porR ! pela direita, obtemos

(heky + hyky)R  R(heky + hyky) = 0; (3.29)
hyke + hyk, = R(heky + hyk))R % (3.30)

Agora podemos inserir a identidad® R =1 do lado direito para obter

heke + hyky = (RhkR 1)(RksR )+ (RhyR H)(RkyR 1); (3.31)
heke + hyky = PRy, + ARy ; (3.32)

onde de nimos a transformacédo de semelhang&i= RAR 1. Lembrando que as matrizes
h; estdo de nidas no espaco de Hilberft »; gg, enquantok, ek, de nem o espaco Kk,
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calculamos as transformacgdes de semelhanca seguial@ESSELHAUS; DRESSELHAUS,;
JORIO, 2007 FAZZIO; WATARI , 2009

m =D (RID (R (3.33)
| |
RX. — k kX. .
ky = D*(R) ky : (3.34)
Adotaremoshy, = ¢ o+ 1 x+ 2yt 32aehy: oot 1 xt+t 2yt 32

Vamos ilustrar como aplicar a comutagéo cor,, e Cs,.

Primeiro, para C,, temos

R‘X _ k kX - kX .

- D¥(Cy) o "k (3.35)
ﬁx =D (Czy)hxD (CZy) 1= 00 1 xt 2 y 3 z (3-36)
fy=D (Cy)hyD (Coy) '= 00 1x+ 2y 33 (3.37)

Aplicando estas expressfes na Equacdh 32, obtemos

(oo+ 1x* 2y*+ 32dke+( 00t 1x+ 2yt 3 )k =
( oot 1« 2yt 32K+ ( 0o 1xt 2y 3 2)ky: (3.38)
Como esta igualdade deve valer para todqg, e ky, concluimos que o= ,= 1= 3=0.
Assim, por enquanto temosy = ;1 x+ 3 ;,ehy= o o+ 2 2
Agora devemos aplicar o mesmo procedimento considerando a operdggo Assim,

comecamos calculando as transformacdes de semelhanca,

| ! p

kx. k kx %kX ;ky
= D%(Cs,) = P3 (3.39)
Ry ’ ky 73kx %ky
p_
Me=D (Ca)D (Cx) '= S(x 3+ 2 (3.40)
p—
y=D (Cx)yD (Ca) = 00 5( 3u* ) (3.41)

Novamente, aplicamos estas transformacdes na Equa¢d®2. Neste caso encontramos
3= 0=0,e ,= 1=~V sendo que aqui adiantamos que estas constantes de nem a

velocidade de Fermivg do cone de Dirac, Figuras.

Portanto, esta abordagem via método dos invariantes nos da

H= got Vg~ K: (342)
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Para obter a estrutura de bandas, devemos resolver a equacéo de Schrddinger
Hx =" . Para tanto, podemos considerar as condicdes de contorno de Brey-Fertig
introduzidas na referénciaBREY; FERTIG , 2006. Nesta referéncia, os autores exploram as
terminacdes atdmicas de subredes opostas da nanozigzag e impdem que as componentes
da funcdo de onda de cada subrede devem ir a zero na posi¢do dos sitios que foram
cortados para formar a nano ta (sitios marcados com circulos abertos na Figusa Ou

seja, ax= Y)=0e g(x=+%)=0, sendoW:2 = W=2+ ay.

Figura 10 Estrutura de bandas de uma nano ta tipozigzagcomW 5 nm, obtida dos
zeros da equacéo transcendented.@?).

Como estamos considerando uma nano ta con nada na dire¢c& temos invari-
ancia translacional na dire¢ag, portanto (x;y) = €Y (x). Assim, podemos omitir
a coordenaday no que segue. Na direcam, para obter a solugcdo con nada devemos
considerar ondas propagantes e contra-propagantes gmassim, a solucédo geral €

. 1 : 1
— knx ik n X .
(x) = C¢€ o + De o ik (3.46)
q__
sendotan i = ky=k;, €"n(kx) = -~V ki + kZ. Impondo as condi¢Ges de contorno de

Brey-Fertig, a(x= Y)=0e g(x=+ %" =0, obtemos uma equagéo transcendental
cujos zeros nos dao os valores quantizadoslge

tan[kn (W +2a0)] = E“: (3.47)

y
Para resolver esta equacdo numericamente, primeiro invertemos a relacdo de dispersao

para escrevek, = ("=~vg)? kZ. Entdo, para cada valor dek,, varremos" buscando
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os zeros da Equaca¢s.47). O resultado esta ilustrado na FiguralO. Nesta, as bandas
de conducéo e valéncia quantizadas se referem a valores reai&gdeenquanto que na
banda plana com" 0 temosk, como imaginario puro. Consequentemente, estes estados
séo localizados nas bordas, pois paka imaginario as ondas planas da equac¢#8.469
tornam-se evanescentes.

3.1.4 Nano tas tipoarmchair

As nano tas tipo armchair sdo obtidas con nhando a monocamada de grafeno na
direcédoy, tal que a ta tenha largura L = (N, 1)IO 3a,=2, como ilustrado na Fig.9(b),
sendoN, o nimero de sitios ao longo da nano ta. No espa¢g este con namento projeta
a zona de Brillouin no eixoky, como pode ser visto na Fig6. Neste caso, 0s pontokK e
K °da monocamada s&o projetados no pontoda nano ta armchair. Consequentemente,
devemos trabalhar com os Hamiltonianos dos dois pontos projetados, ou seja

Hk = ~Vg~ R = "'VF( ka + yky); (348)
Hko= ~Vvg~ K= "'V|:( ka yky); (349)

sendo que o sinal negativo e o é devido as fases de Bloch referentes ao poitd. Na
Figura 5, as bases § e 3 para o pontoK °podem ser obtidas trocando ! . Assim, nas
equagdes acimailx atua no spinor =( a; g), enquantoHgoatuaem °=( 2; 9).
Compondo as solucdes dé¢ e K° a funcdo de onda completa éXIVINCENZO; MELE ,
1984 BREY; FERTIG , 2009

| |
A(X;y) +d Ky ROGY)
5 (X;Y) 30xy)
sendo K =4 P 3=9a, a distancia entre os pontoKX e K °no espaco k. Esta fase nas
solugdes deK © aparece por que escolhemos a origem do nosso vét@ob o pontoK
(DIVINCENZO; MELE , 1984. Devido a invariancia translacional na direcax, temos
(x;y) = X (y)e Ox;y)= X Oy), para = fA;Bg. Assim, abaixo podemos
omitir a direcao x.

(xy)= (3.50)

As bordas emy = L=2 da nano ta armchair sdo compostas tanto por &tomos da
rede A, quanto da rede B. Entdo, Brey-Fertig BREY; FERTIG , 2009 propdem que a
funcéo de onda seja nula nos sitios seguintes, cortados para formar a nano ta (circulos
abertos na Figura9), ou seja (y = L%2) =0, sendoL%2 = & + %péao. Assim,
aplicando esta condicdo de contorno na equacanf0, obtemos

— = e X3 — (3.51)
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3.1.5 Equivaléncia entre condi¢cdes de contorno de Brey-Fertig e McCann-Falko

Nas sec¢Oes anteriores utilizamos as condi¢cdes de contorno de Brey-FeBREY;
FERTIG, 2006 para obter as estruturas de bandas das nano tas tippigzage armchair.
Porém, na Secad@.3.1mostramos que as condi¢cdes de contorno adequadas para um Hamil-
toniano linear emk sdo dadas pela formulagéo apresentada p@HERRY; MONDRAGON,

1987 e (MCCANN; FAL'KO , 2009. Entdo, antes de avancar para o calculo numérico,
vamos mostrar que estas duas abordagens para as condi¢cdes de contorno séo equivalentes.

Nano tas tipo  zigzag. Consideramos acima que as nano tas tippigzagpossuem
largura W, sendo que a borda a esquerda (direita) € composta apenas por atomos da
rede A (B). Assim, as condicdes de Brey-Fertig nos dizem que a funcdo de onda de cada
subrede devem ir a zero em bordas opostas, ou seja

Al WE2)=0; (3.58)
s(+W%2) = 0; (3.59)
sendoW =2 = W=2 + a,.

As condi¢des de contorno de McCann e Fal'ko foram derivadas na Segédl
Aplicando-as ao grafenaigzag temos

o !
(M iMy) :E ://Vvozg =0; (3.60)
N
(M + iM ) :E:VV\J‘EE; = 0: (3.61)

sendo queMy =  corresponde a matriz unitaria que aparece e multiplicando o
termo linear ky, referente a direcdo de con namento. Ja a matridl, deve satisfazer
det(My IM.) =0, para que as equac¢des acima tenham solu¢gées néo-triviais. Neste caso,
poderiamos terM: = , ouM;= ,. Veremos na proxima se¢do como escolher a matriz
M. corretamente. Por hora, usaremoM . =  para obter

1 | 1

.0
WOy " WOy !
. Al = O 1 1 Al 5 0
M iM 2 =) A 2 = =0; (3.62
MM e T e 0 D oaw To2acy 70O
| | |
_ A(+M' 0 1+1 A(+M' ZB(+M'
M, + IM 2 =@ A 2 = 2 =0: (3.63
s MOy =% 0 0" Ly 0 209

Portanto, recuperamos as condicdes de Brey-Ferig vistas anteriormentg,( W%2) =
B (+ WO:Z) =0.

Nano tas tipo armchair . Neste caso devemos considerdii e Hygo na forma
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0 1 0 1

H = alc 0 as @Vrlxkat yky) 0 A (3.64)

Hgo 0 ~Vr ( xKx yKy)

Considerando o con namento eny, a matriz que multiplica k, emH €

M= @Y A (3.65)

Para obter a matriz M. das condi¢cdes de contorno de McCann-Fal'ko, lembramos que
esta deve satisfazedet(My M) = 0. Veri camos que a matriz M. que satisfaz esta
condicao é

0 p 1

M.=@p y2 YA - (3.66)
s 1+ y y

sendo uma constante real qualquer, s = 1.

Em termos destas matrized e M, as condigdes de contorno de McCann-Fal'ko

cam
(Mg iM¢) 4( L%=2)=0; (3.67)
sendo
0 1
A(Y)
s(Y)
= ; 3.68
4(y) ER(V) ( )
2(y)

e lembrando queL%2 = =2 + P 3a,=2. Aqui, como anteriormente, omito a variavek por
simplicidade. Abrindo estas equacdes, vemos que a condi¢do de contorno impde a seguinte
relagdo entre a componente = f A; B g das fungdes de base do pont® e K °,

— = se' — (3.69)
tan( )=1=: (3.70)

Portanto, estas condi¢cdes de contorno de McCann-Fal'ko correspondem as condicfes de
Brey-Fertig da Equacéo 8.51) ses=1, e



50 Capitulo 3. Resultados: Grafeno

Lo 2 péLo_ (Na+1):

2 9ay 3

(3.71)

Sobre a matriz M .. Vimos acima que, tanto para as nano tazigzagquanto
armchair, foi possivel seguir a formulagdo de McCann-Fal'’ko e encontrar matriZels que
nos retornam as condi¢cdes de Brey-Fertig. Portanto, entendemos que estas duas condi¢des
de contorno sdo equivalentes. Porém, a escolha das matrikés parece arbitraria. Na
préxima secao, mostraremos que podemos obter as matrixgsvia teoria de grupos e o
método dos invariantes.

3.2 Obtendo as condi¢cbes de contorno via teoria de grupos

Na secao anterior apresentamos os modelos lineareskepara nano tas de grafeno
tipo zigzage armchair, e obtivemos sua estruturas de banda resolvendo a equacéao de
Schrddinger analiticamente, na qual utilizamos as condicdes de contorno de Brey-Fertig
(BREY; FERTIG , 2009. Adicionalmente, mostramos que estas condi¢cdes de contorno séo
equivalentes as condi¢Bes de contorno obtidas na formulagédo de McCann-FalM&CANN;
FAL'KO , 2009. Porém, demonstramos esta equivaléncia buscando uma matiz que
satisfaca as condic6es de McCann-Fal'ko (apresentadas na no Capiful® 1), e nos retorne
as condi¢cOes de Brey-Fertig.

Nesta secdo nos perguntamos se seria possivel obter as matiizewia teoria
de grupos, sem conhecer previamente as condicdes de Brey-Fertig. Para tanto, vamos
considerar novamente o Hamiltoniano genérico apresentado no Capit@@.1 para a
derivacéo das condi¢cGes de contorno de McCann-Fal'ko, ou seja

H= Mk Mo x5 M0 +x 5 (3.72)

sendo que aqui consideramos apenas 0s termos na direcdo de con namergor simplici-
dade, mas sem perda de generalidade. Lembrando que)(é a funcédo de Heaviside, no
intervalo % <Xx< % o Hamiltoniano é dado apenas pelo termo linedt = M (k.

O meétodo dos invariantes (veja Capitula2.1.3, nos diz que podemos obter os
termos permitidos por simetria impondo quéd deve comutar com todas as operagdes de
simetria do grupo da equacao de Schrddinger. Como esta condicédo deve valer para todo
k, e todox, temos

[M «ke;R] =0; (3.73)

M? +x = ;R]=0; (3.74)
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para toda operacdo de simetri®® do grupo. Da primeira equacgéo obteriamdgl, como
antes. Ja para a segunda equacao obtemos duas possibilidades, como discutido a seguir.

Caso 1. Primeiro, vamos supor que no grupo de simetri&, da equacao de
Schrodinger ndo exista uma operaca® que transformex ! X. Neste caso, os dois
termos na Equacad3.74) devem comutar com toddR 2 Gy independentemente. Assim,
obtemos

[ M. X ;R]=0 =) [MR]=0; (3.75)

NN

[ MO +x 'R]=0 =) [MZR]=0: (3.76)

Portanto, podemos concluir queM 2= M, deixando e ©°como variaveis independentes.
Este é o caso, por exemplo, da nano ta tipo C de PbSe da referénciRAUJIO et al.,
20169.

Caso 2. Agora, vamos supor que o grup&y contenha as operagdelR do caso 1,
e complementarmente possua operaciRg que levamx ! X. Assim como no caso 1, as
operacéesR implicam M2= M. Porém, agora as operagées tipR, impdem

M. X + 9 +x ‘R, =0;

L L
2 2
M+ %R RM(  + °.)=0;
onde de nimos = ( x L=2),talqueR,! Ry = . Inserindo a identidade

R, IRx =1 a direita de M. no primeiro termo e rearranjando a expressdo, obtemos

(M Ry RMo) ++( MR, R,M;) =0: (3.77)

Como esta expressao de ser valida para todpou seja, para todo , sO existe solugéo se
0= e, como no caso 1M; Ry] = 0.

Nano tas. Nos dois casos acima, vimos que a matii#, deve comutar com todas
as operacodes de simetria do grupo. Adicionalmente, as nano tagjzage armchair de
grafeno correspondem ao caso 2, ou seja& ° A seguir, discutiremos como obteM
pra estas nano tas usando o método dos invariantes.

3.2.1 Nano taszigzag

Para obter a nano ta zigzag con namos a monocamada de grafeno na direcao
X. Isto implica a quebra de algumas operacdes de simetria, por exem@lp. Assim, 0
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grupo de simetria da nano tazigzagem torno do cone de Dirac é €,,, composto pelas
operagoes de simetri&,, = fE;M,; My; Cy0. As representagdes matriciaisD (R) e
DX(R) para R 2 C,,, sd0 as mesmas apresentadas anteriormente no Capitld.1 Aqui
precisamos apenas das representacdes no espaco de Hilbart (g),

D (M)= o (3.78)
D M)= (3.79)
D (Cy)= (3.80)

Adicionalmente, sabemos que o cone de Dirac possui simetria quiral devido a suas subredes
A e B. Assim, com o propdsito de comparar nossos resultados com o modelo lineakem
devemos também impor quiralidade, cujo operador €= , (NETO et al., 2009, tal que
tanto H quanto M. devem satisfazer a anticomutacdbM.; g=_0.

Impondo estas simetrias acima, vemos que a Unica possibilidad&lg= . Vimos
que esta opcao para a condi¢do de contorno coincide com as condi¢des de contorno de Brey-
Fertig (BREY; FERTIG , 2009. Porém, Brey-Fertig obtém suas condi¢cdes de contorno
analisando as terminacdes atomisticas do grafeno, o que pode nem sempre ser viavel,
dependendo da complexidade do sistema. Em contraste, nossa abordagem via teoria de
grupos obtém o mesmo resultado analisando apenas as simetrias presentes no sistema
con nado.

3.2.2 Nano tasarmchair

A nano ta tipo armchair é obtida con nando na direcdoy. Neste caso, 0s pontok
e K %da zona de Brillouin da monocamada sdo projetados no mesmo pontola nano ta,
como vimos na Figurab. Consequentemente, devemos trabalhar com a base combinada dos
pontosK eK ° Neste caso, o grupo de simetria é,, = fE; Cyy; Cay; Cozi ;M s My s M 0.
Seguindo o mesmo procedimento apresentado na Se8dlol, obtemos as representacdes
destas operagdes no espaco de Hilberta( 5; 2; 2),
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0 1
0
D (Cx)= @ OOA; (3.81)
0 0 1
0
D (Cy)=@ " "A; (3.82)
O y
0 1
0
D (Cx)=@ oyA; (3.83)
o 7 1
0
D (=@ " “A; (3.84)
o’ 1
0
D (M)=@ ° A, (3.85)
0 y
0 1
0
D (My)= @ OOA; (3.86)
0 0 1
0
D (M)=@ ° " A; (3.87)
0 0
0 1
— Z 0 .
= @ A (3.88)
0 .

sendo que a ultima expressao representa o operador de quiralidade, que infpdg g,
COmo Vvimos acima.

Impondo estas simetrias, obtemos duas possiveis matrids. Estas podem ser
combinadas na forma

0 1 0 1 0 1

p___
0 0 s 1+ 2
M= @Y “A+c@ YAz@p__ Y YA - (3.89)

sendo que a forma expressa a direita é obtida impondo gdetM. = 1, o que implica

= ecg=s 1+ 2 coms= 1. Estafoi a matriz M, utilizada para demonstrar a
equivaléncia entre as condi¢cdes de McCann-Fal'ko e Brey-Fertig na Se@&bs

Portanto, vemos que € possivel obter a estrutura da matrM . via teoria de grupos
também para a ta armchair. Porém, neste casdl. ndo é Unica e ca parametrizada em
termos de es= 1. De fato, esta indeterminacdo dos coe cientes € uma caracteristica
do método dos invariantes. Note que na deducdo do Hamiltoniano linear do grafeno
Hk = ~vg~ K, obtivemos a forma correta deHy , porém ~vg € introduzido como um
parametro indeterminado. Assim, tanto~vg, quantos e devem ser obtidos por outros
meios: comparacao com experimentos, calculos DFT, ou comparando com outras condicées
conhecidas, como no caso da equivaléncia com Brey-Fertig acima.
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3.3 Modelos k-quadrado e solu¢cdes numericas

Nas secOes anteriores, apresentamos o Hamiltoniano linear leppara uma mo-
nocamada de grafeno e para as nano tasgzage armchair. Aplicamos as condices de
contorno de Brey-Fertig e vimos que estas sdo equivalentes as condi¢cdes de contorno de
McCann-Fal'ko. A menos da equacao transcendental obtida para a nano tagzag todo o
processo acima foi feito analiticamente. Porém, em certas circunstancias, € interessante
resolver estas relacdes de dispersio numericameht& RNANDEZ; LEWENKOPF , 2019).

Por exemplo: (i) podemos querer incluir potenciai¥ (r) que representem impurezas, ou
campos eletrostaticos na nano ta; (i) geometrias mais complicadas; (iii) incluir efeitos de
campos magnéticos. Ou seja, existem casos nos quais novos ingredientes sao adicionados aos
Hamiltonianos, tal que ndo seja mais possivel obter solu¢gdes analiticas. Porém, vimos no
Secdo2.2.1que a discretizacdo numeérica de Hamiltonianos lineares énfeva ao problema

do duplicamento de Fermions KAPLAN , 1992 TWORZYDLO; GROTH; BEENAKKER ,

200§ HERNANDEZ; LEWENKOPF , 2012 RESENDE et al, 2017. Sendo que uma
possivel solucdo € incluir um termo quadratico, a massa de WilsdWNILSON, 1974.

Nesta secdo veremos que a massa de Wilson para nano tas de grateagrmage
armchair surge naturalmente via método dos invariantes. Basta considerarmos a expansao
em série de Taylor até ordenk?. Veremos que a matriz unitariaM,, que acompanha o
termo quadratico é sempreM,, = M, OuU seja, € equivalente a matriz de con nhamento
de McCann-Fal'ko. Portanto, propomos que os autoestados do grafeno (e de qualquer
outro Hamiltoniano tipo Dirac, linear emk), podem ser obtidos segundo duas possiveis
formulacdes equivalentes:

(1) H linear em k e condicdes de contorno MF/BF. Esta seria a forma
tradicional. Consideramos os Hamiltonianos usualdx = ~vg~ K eHgko= ~vg~ K, €
as condicdes de contorno de Brey-Ferti®BREY; FERTIG , 2009 ou de McCann-Fal'’ko
(MCCANN; FAL'KO , 2009. Estas solucdes foram apresentadas nas se¢des anteriores.

(2) H quadratico em k e condigbes de contorno triviais. Nas proximas
secoes veremos que podemos obter resultados equivalentes ao caso k-linear se utilizarmos o
H incluindo termos k-quadratico e mudarmos as condi¢cdes de contorno para o0 caso trivial,
onde vai a zero em todas as bordas.

A formulacéo k-quadratica, que apresentaremos agora, possui uma grande vantagem
com relacdo a formulacgédo k-linear. Podemos implementar o modelo k-quadratico facilmente
via diferencas nitas. Primeiro, note que as matrizes de diferencas nitas, obtidas na Secao
2.2, impdem naturalmente =0 nas bordas. Segundo, a inclusdo do termo k-quadratico
naturalmente fornece uma massa de Wilson e elimina o problema do duplicamento de
Férmions inerente a discretizagdo do caso k-linear.

Nas secdes que seguem, utilizaremos o método dos invariantes para obter termos
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quadréticos permitidos por simetria para as nano tazigzage armchair, e analisaremos as
relagcdes de dispersédo obtidas numericamente.

3.3.1 Nano taszigzag

A rede cristalina da nano ta zigzagfoi apresentada anteriormente na Figur®(a).
Vimos que o con namento imposto na dire¢aa projeta a zona de Brillouin no eixdky,
tal que os pontosK e K °caem em pontok, distintos, e separados por K, Figura 6.
Assim, se queremos tratar apenas da estrutura de bandas préxima a um dos pomtgos
em geral seria su ciente considerar apenas o Hamiltoniattk na basef A; g0, ou Hgo
na basef 2; 9g.J& no caso do Hamiltoniano k-quadratrico, que introduziremos a seguir,
veremos que este nos retorna as solucdes de todo o espectro de baixas energiaKentre
e K° De fato, esta caracteristica sera fundamental para eliminar os férmions duplicados
pela discretizacao.

Para obter o Hamiltoniano k-quadréatico via método dos invariantes, devemos

identi car o grupo de simetria da nano ta. Como vimos anteriormente, a hano tazigzag
€ invariante perante o grupaoC,, = fE; Cyy; My; M, g. Adicionalmente, iremos considerar
gue o sistema é quiral para baixas energias, tal qfiel; g=0, sendo = , o operador
de quiralidade. Este possui autovalor de quiralidade +1 para autoestados da subrede A,

1 para subrede B. As representacdes matriciais do gru@g, ja foram apresentadas na
Secado3.2.1 Utilizando estas representacdes e o pacote Python QSymm (veja Apéndice
B.1), obtemos, até segunda ordem ey e ky,

Hz=  y+~v y k 1Kk§ + =V kg + ;m yKZ (3.90)
Imediatamente notamos que estel acima € signi cativamente diferente do Ha-
miltoniano de Dirac usual utilizado anteriormente na discusséo do caso linear. Primeiro,
temos um termo constante que desloca os cones de Dirac pdra e K° no eixo
ky. Este deslocamento € pequeno e aqui podemos considerar = 0. Segundo, vemos
gue a quebra de simetria imposta pelo con namento implica que a velocidade de Fermi
nas direcoex ey podem ser distintas,vy e vy, respectivamente. Naturalmente, podemos
esperar que estas ndo sejam signi cativamente distintas da velocidade de Fevmida
monocamada. A terceira novidade sao os termos quadraticos. Aqui escolhemos o prefator do
termo k§ como -~v,= K. Assim, obtemos duas dispersdes de Dirac dadas pelas parabolas
(ky k§= K), veja Figura 12. Assim, temos dispersfes aproximadamente lineares no
ponto K, escolhido como nossa origem das coordenadas K,) = (0;0), e no pontoK °
dado por ky; ky) =(0; K). Assim, aqui para a nano tazigzag o proposito do termok§
é permitir a descri¢do dos ponto& e K °em um UnicoH . Finalmente, o termok? fornece
a massa de Wilsom.
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projecdo se da no ponto, devemos considerar também a simetria de reversdo temporal

No espaco k;T levak! K, enquanto que no espaco de Hilbert obtemos a representacéo
0 1
0
D (T)=@ OZA K; (3.93)
z

sendoK o operador de conjugagédo complexa. A forma matricial da representagao(T)
pode ser obtida por inspecao das fases de Bloch na Figéra

Para obter o Hamiltoniano efetivo para a nano taarmchair, implementamos
as operacgdes de simetria acima no codigo python QSymm (veja Apéndié). Aqui,
escreveremos 0s resultados obtidos na forma do HamiltoniaHg = Hy + H® Sendo
gue emHg incluimos os termos dominantes que remetem ao caso linear e aos termos
quadréticos que irdo determinar a massa de Wilson. Como nosso propdsito aqui € comparar
os resultados do modelo quadratico com o modelo linear, iremos descartar os termos
restantes, mas reportamos suas formas aqui no terrhid. Estes sdo

0 1 0 1 0 D 1
0 0 s 1+ 2
Ho= ~%@* “Al+~y, @ Ak+De@p Y YA K2 (3.94)
0 X 0 y 2 s 1+ 2 y y
0 1 0 1 0 1 0 1
Hoz@ 1Y 2YA4 0@ Ak o+ @ 1y M2 AL+ my@ OAkxksﬁ
2y 1y x O Mz y Mgy 0 X

(3.95)

Assim como no caso daigzag obtemos que a matriz de WilsoM,,, que multiplica
o termo k§ emH,, é M, = M. Como discutimos acima, esta igualdade nao é acidental.
As duas matrizes sdo determinadas pelas mesmas relacdes de comutacéo.

Implementamos o HamiltonianoH, acima em um codigo Python (veja Apéndice
B.2.2). Para comparar os resultados numéricos com as condices de contorno de Brey-Fertig
do modelo linear, consideramos=1 e dado pelas equa¢cdes(70 e (3.71), ou seja

> Pgo

—cot 2 s (Na*D)
9ay

5 (3.96)

As nano tas armchair metalicas, Figurall(a), ocorrem quandoN, = 3p+2, sendo
p inteiro, e ! 1 . Porém, ndo podemos usar = 1 em Hy. Assim, a m de obter
uma comparacado com os resultados de Brey-Fertig, neste caso utilizamos um valor alto,
porém nito!. Os resultados da diagonalizagdo numérica estdo na Figurd No caso

- A . ~ p_
Resultados preliminares mostram que a concordancia com simulagdes DFT requer= 3 no caso das
nano tas armchair metalicas.
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de uma subbanda horizontal coni 0. Esta banda plana é caracteristica das nano tas
zigzage representam estados localizados nas bordas.

Obter a estrutura de bandas das nano tas tipaigzagnumericamente nao é trivial.
Por exemplo, na referénciaHERNANDEZ; LEWENKOPF , 2019, os autores buscam
uma complexa implementacdo numérica de uma rede escalonada, mas esta resolve apenas
parcialmente o problema. Na pratica os autores ainda precisam eliminar manualmente um
dos canais de conducdo que se deve aos Férmions duplicados.

Nesta dissertacdo n0s propomos uma nova abordagem para o problema. Em poucas
palavras, mostramos que todos 0s problemas numéricos podem ser resolvidos trivialmente se
considerarmos as corre¢cdes quadraticas no Hamiltoniano linear knPrimeiro, vimos que
o termo quadratico é equivalente a uma massa de Wilsow([LSON, 1974. Esta solucéo é
conhecida no contexto da cromodinamica quantica, porém, o termo quadratico de Wilson
nao € permitido e induz uma quebra de simetria indesejaddlELSEN; NINOMIYA , 1981h
NIELSEN; NINOMIYA , 19813 KARSTEN, 198]. Em contraste, aqui nGs mostramos que
0 termo quadratico ndo s é permitido por simetria, mas a matriz unitariél,, que o de ne
€ equivalente a matriz unitariaM. de McCann-Fal'ko MCCANN; FAL'KO , 2009 que
reproduz corretamente as condicdes de contorno de Brey-Fertig. Mostramos também que
esta equivalénciavl,, = M. ndo €é acidental. Vimos que as duas matrizes devem comutar
com todos os elementos de simetria do grupo, ou seja, devem pertencer a representagado
trivial do grupo. ConsequentementéM,, / M, sendo que a constante de proporcionalidade
s6 pode ser um sinal 1, pois ambas sdo unitarias e Hermitianas. Por m, este sinal
pode ser absorvido nos coe cientes indeterminados que multiplicam estas matrizes no
Hamiltoniano.

No caso da nano tazigzagencontramos apenas uma possivel matfiz,, = M. = .
Assim, podemos concluir que nossa abordagem via teoria de grupos, considerando as
simetrias reduzidas das nano tas com relagdo a monocamada, conseguimos justi car
matematicamente a condi¢cdo de contorno de Brey-Fertig para nano tasgzag(veremos
abaixo que no casarmchair ha uma peculiaridade a ser explorada).

Agora com o modelo quadratico bem estabelecido, implementamos a discretizacéo
numérica do Hamiltoniano usando o método de diferencas nitas. E importante ressaltar
gue este método numérico tipicamente requer condi¢cdes de contorno abertas 0 nas
bordas) ou periédicas. Porém, o Hamiltoniano linear ndo permite usarmos a condicds 0
nas bordas para obter o con namento da nano ta. Com a inclusédo do termo quadratico
emk, o Hamiltoniano passa a aceitar esta condicdo de contorno trivial, enquanto que o
tipo de con namento passa a ser de nido pela matriz de WilsoM,,.

O resultado do calculo é ilustrado na Figurd5(b). A comparacdo desta gura,
com o resultado analitico do modelo linear, FiguraSa), deve ser feita com cautela. No
modelo linear descrevemos apenas a estrutura de bandas em torno do p#éhiengquanto
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o modelo quadratico incorpora natural e necessariamente os ponkose K ° provendo
assim uma descricdo completa da estrutura de bandas de baixa energia. Analisando apenas
o entorno do pontoK (ou k, = 0), vemos uma excelente concordancia, especialmente na
subbanda horizontal (plana) de estados de borda.

Nano tas tipo armchair . De forma semelhante ao desenvolvimento feito para as
nano tas zigzag aqui comegamos reproduzindo resultados da literatura. Assim, resolvemos
o Hamiltoniano linear emk e aplicamos as condi¢gdes de contorno de Brey-Fertig analiti-
camente. Neste caso vemos que as nano tas apresentam dois tipos de solucdes: metalica
e semicondutora, como ilustrado nas Figura:ss%c)-(f). Em particular, o caso metalico
ocorre quando a largura da nanotal = (N, 1) 3ap=2, é dada porN, = 3p+2, comp
inteiro.

Os resultados do modelo linear da Figurak3(c) e (e), podem ser comparados com
a estrutura de bandas obtida numericamente com o modelo k-quadratico da Figurg(d)
e (f). No caso semicondutor, painéis (e) e (f), a equivaléncia dos resultados é clara. Ja no
caso metalico, temos diferengas signi cativas e interessantes. Primeiro, note que na Figura
15(d) destacamos em laranja as subbandas de mais baixa energia. No modelo linear da
Figura 15(c), estas bandas exibengap zero, caracterizando o estado metalico, enquanto
que no modelo quadréatico exibem um pequerap As outras subbandas nestas mesmas
guras também exibem pequenas diferencas. No modelo linear todas sdo duplamente
degeneradas, enquanto que no modelo quadratico os pares estdo levemente separados. A
diferenca entre estes resultados esta na condicdo de contorno. Na S8¢A® mostramos
que a equivaléncia entre as condi¢cdes de contorno de Brey-Fertig e McCann-Fal'ko no caso
armchair de ne o parametro da matriz M. Porém, no caso metalico obtemos! 1
Assim, os elementos da matridM ., também divergem e 0 nosso termo quadratico ca mal
de nido. Aqui, argumentamos que isto indica que a condi¢do de contorno de Brey-Fertig
para caso metalico ndo é adequada. De fato, na referénc&D(N; COHEN; LOUIE, 2009
0S autores mostram que as nano taarmchair com N, = 3p + 2 apresentam um pequeno
gap Nossos modelo reproduz estgp se escolhermos = = 3, que é o valor utilizado para
obter a Figura 15d).

Consideracdes nais. Assim, vemos que as condi¢des de contorno que derivamos
aqui sdo mais gerais que as condi¢des de Brey-Fertig. Atualmente estamos desenvolvendo
uma colaboracdo com o grupo de Estrutura Eletrénica do INFIS/UFU a m de comparar
estes nossos resultados com simulacgdes via DFT. Resultados preliminares mostram um
excelente acordo entre nosso modelo quadratico e as bandas DFT. Em patrticular, a
comparacédo com DFT nos permite extrair os valores deapropriados para cada caso da
nano ta armchair e comparar com as condi¢cdes de Brey-Fertig. Em breve submeteremos
estes resultados para publicacéo.
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4 ConclusoOes e Perspectivas

Nesta dissertacdo de Mestrado estudamos como o terkxquadréatico de Wilson
afeta a estrutura de bandas das nano tas de grafeno. Além do grafeno, esta questao
surge para qualquer material cujo modelo efetivo seja linear knpor exemplo, isolantes
topoldgicos BERNEVIG; HUGHES; ZHANG, 2006 HASAN; KANE, 201Q QI; ZHANG,

2011 RESENDE et al, 2017. Vimos na Se¢a®.3.1que o con namento dos elétrons nestes
Hamiltonianos lineares enk ndo pode ser obtido pela condicdo de contorno trivial, ha
qual a funcéo de onda vai a zero nas bordas. A condicdo de contorno correta para estes
casos foi discutida pela primeira vez nas referéncid85§RRY; MONDRAGON, 1987 e
(MCCANN; FAL'KO , 2009, e posteriormente também emAKHMEROV; BEENAKKER

2008 FERREIRA; LOSS, 2013 RESENDE et al,, 2017. Nos referimos a esta condicéo de
contorno pelo nome dos autores McCann-Fal'ko, pois foram os primeiros a aplica-la ao
grafeno. Aqui a escrevemos na formdf iM.] ( L=2) =0, sendo queMy € a matriz

gue compde o termo linear do Hamiltoniano, Bl € a matriz que de ne a parede rigida
gue con na os elétrons. Demonstramos nesta Dissertacdo que estas condi¢des de contorno
sdo equivalentes as da referénciBREY; FERTIG , 2006, usadas originalmente para obter

a estrutura de bandas de nano tagzigzage armchair de grafeno, e posteriormente também
utilizadas para isolantes topolégicosHERREIRA; LOSS, 2013 RESENDE et al,, 2017%.

Para nano tas de grafeno pristinas, vimos que estas condicdes de contorno nos permitem
resolver a equacdo de Schrodinger e obter a estrutura de bandas analiticamente. Porém,
caso queiramos incluir novos ingredientes, abordagens numeéricas podem ser necessarias.

Tipicamente as abordagens numéricas sado feitas em termos do método de diferencas
nitas. Porém, no caso de Hamiltonianos lineares erR este método apresenta dois
problemas fundamentais. Primeiro, o método de diferengcas nitas tipicamente requer
condicBes de contorno do tipo trivial, = 0 nas bordas, ou periddicas. Assim, ndo é
compativel com as condi¢cdes de McCann-Fal'ko ou Brey-Fertig. Segundo, a discretizacao
simétrica do operador derivada implica no problema do duplicamento de Férmions, discutido
na Secad?.2.1 Em particular, o problema do duplicamento de Férmions possui diversas
propostas de solucéo no contexto da cromodindmica quantica, porém |4, todas as propostas
guebram alguma simetria ou localidade de forma indesejada. Ja no contexto de isolantes
topoldgicos, nosso grupo de pesquisa mostrdd{SENDE et al,, 2017 que a solugcao
em termos da massa de Wilson é apropriada, pois a simetria quebrada pela introdugéo
do termo k-quadratico é equivalente a quebra de simetria induzida pelo con nhamento.
Adicionalmente, na presenca do termo quadratico, o Hamiltoniano passa a admitir condi¢cdes
de contorno triviais, ou seja, =0 nas bordas. Este termo quadratico de Wilson tem a
forma mM,, k?, sendom a massa de Wilson é1,, uma matriz unitaria. Nas referéncias
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(FERREIRA; LOSS, 2013 RESENDE et al,, 2017, os autores veri cam que a escolhil,, =

M. resulta em uma equivaléncia entre as estruturas de bandas de isolantes topoldgicos
obtidas: (i) pelo Hamiltoniano linear com condi¢c6es de contorno de McCann-Fal'ko; e
(ii) adicionando-se o termo de Wilson com condi¢des de contorno trivial. Porém, nestas
referéncias, a escolhil,, = M. é introduzida como uma conjectura justi cadaa posteriori
pela comparacdo com o resultado esperado.

Nesta Dissertagao investigamos esta conjectura em maiores detalhes, aplicando-
a nas nano tas zigzage armchair no grafeno. Nossos principais resultados podem ser
sumarizados em quatro pontos:

(1) Demonstramos que a igualdad®l,, = M. ndo é fortuita. Vimos que ambas
devem comutar com todas as operacOes de simetria do grupo, ou skj@;R] = 0 e
[M¢; R] =0 para todo R 2 Gi. Assim, como ambas satisfazem os mesmos vinculos, e séo
unitarias e hermitianas, temoM,, = M. Adicionalmente, o sinal 1 pode ser absorvido
no coe ciente indeterminado que multiplica estas matrizes no Hamiltoniano. Portanto,
sem perda de generalidade, podemos concluir gdg, = M.

(2) O grupo G € o grupo da equacao de Schrodinger no poritoda zona de
Brillouin do problema em questdo. Note que enquanto o cone de Dirac do grafeno ocorre
no ponto K, que satisfaz o grupd s, as nano tas zigzage armchair sdo caracterizadas
por grupos menoresC,, e Dy, respectivamente. Assim, a quebra de simetria devido ao
con namento de ne o grupo Gy, que por sua vez de ne a matriaV .. Como a matrizM
de ne as condi¢Bes de contorno para Hamiltonianos lineares, concluimos que podemos
de nir condi¢cdes de contorno apropriadas para Hamiltoniands-lineares usando teoria de
grupos.

(3) Caso implementacdes numéricas via diferencas nitas sejam necessarias, a
inclusdo do termo de Wilson conM,, = M. resolve os problemas da condicédo de contorno
e do duplicamento de Férmions para qualquer Hamiltoniano linear eknEsta é a conjectura
introduzida na referéncia RESENDE et al,, 2017, e aqui formalizada pela demonstracao
da igualdadeM,, = M. e reforcada pela veri cacdo da equivaléncia entre as condi¢cdes de
contorno de McCann-Fal'ko e as de Brey-Fertig.

(4) A equivaléncia entre as condi¢des de contorno de Brey-Ferig e McCann-Fal'ko,
seguida da equivaléncia entre as matrized,, do termo de Wilson, e da matriz de
con namento M. de McCann-Fal'ko, nos permite associar as condicdes de contorno
de Brey-Fertig com a matrizM,, de Wilson. Em particular, no cascarmchair metalico
(Na = 3p+2), vimos que esta associagdo implica! 1 |, e portantoM,,!1 . ComoM,,
faz parte do Hamiltoniano, esta divergéncia € uma inconsisténcia fisica. Assim concluimos
gue a condicdo de contorno de Brey-Fertig neste caso ndo é adequada. A origem desta
inconsisténcia é que estas condigdes foram de nidas com base nas fases de Bloch de
uma monocamada, enquanto que desvios podem ser esperados para nano tas devido
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ao con namento. Assim, nossa proposta para a matrigl, = M,, é mais geral Aqui,
veri camos que no caso metalico reproduzimosgap correto escolhendo =

Portanto, nesta dissertacdo de Mestrado mostramos que os termos de Wilson
propostos na referénciaRESENDE et al,, 2017 surgem naturalmente no Hamiltoniano
quando consideramos a expansdo em série de Taylor até ordeimsendo que a forma
matricial dos coe cientes é determinada pelo método dos invariantes. A discussdo em
torno das nano tas zigzag e armchair do grafeno nos permitiu comparar nossos resultados
com casos bem conhecidos na literatura, reforcando a validade da nossa proposta. Assim,
introduzimos aqui uma metodologia formal para simulacdo numérica da estrutura de
bandas de nano tas baseadas em Hamiltonianos lineares &mem termos da inclusdo do
termo de Wilson. Esta abordagem é interessante para simulacdo de sistemas grandes, nos
quais outras abordagens, comiight-binding ou DFT, sé&o limitadas pelo uso de memodria.
Por exemplo, poderemos aplicar esta metodologia para estudar novos materiais conhecidos
como high-order topological insulator§f SCHINDLER et al., 2018, que requerem uma
simulacdo numérica em duas dimensdes com custo computacional signi cativo para modelos
DFT e tight-binding.

Atualmente estamos escrevendo um artigo sumarizando os resultados apresentados
nesta Dissertacdo. Além dos resultados apresentados aqui, neste artigo comparamos as
estruturas de bandas com resultados obtidos via DFT.
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APENDICE A O método k.p

No Capitulo 2, vimos como utilizar o teoria de grupos e o método dos invariantes
para obter Hamiltonianos efetivos. No Capitul® aplicamos este método ao grafeno para
estabelecer os Hamiltonianos efetivos e as condicdes de contorno. Complementarmente,
€ interessante compreender que o método dos invariantes € equivalente ao mékdo
P (DRESSELHAUS; DRESSELHAUS; JORIQ 2007, que € muito mais conhecido na
literatura. Assim, neste Apéndice faremos uma breve revisdo do métckiop.

Primeiramente, partimos de um Hamiltoniano genérico de um cristal, de nido pelo

potencial peridédicoV (+), tal que
H:p—2+V(1=)+;(rV P = (A1)
2m 4m?2c2 ’ '

onde o primeiro termo é a energia cinética ndo-relativistica, e o ultimo termo o acoplamento
spin-Orbita. Este Hamiltoniano esta de nido no dominio da fungéo de onda,_,(+). Porém,
a periodicidade do potencial nos permite usar o teorema de Bloch (discutido na Secéo
2.1.1.9, ou seja .(¥) = €%fu . (¥), sendon o indice de bandask o quasi-momento, e
U () a funcéo periddica de Bloch. Substituindo-se . (¥) na equagéo de Schrodinger
H (f) = En(R) (), obtemos a equacao que, . (+) deve satisfazer,

21,2
Hiup (1) = [En(KR) H]unk(f); (A.2)
_ P il _ . K - .
Hye = o +V(r)+ 4rnzC2(r vV p + p p+ ame " vV (A3)

sendo queHy é chamado de Hamiltoniano no pont&.

A primeira vista, esta equacao parece mais complicada que a primeira. Porém nos
tras a vantagem de escrever a equacao parg (+), sendo que este esta restrito ao dominio
de uma cela unitaria com condi¢cdes de contorno periodicas. Adicionalmente, esta forma

nos permitira utilizar a teoria de perturbacédo de Lowdin, que descrevemos a seguir.
D E
Nas proximas se¢Oes, usaremos a notacdo de bra e ket, tal qae; K = u, ().

A.1 Expansao perturbativa de Lowdin

Antes de aplicar o particionamento de Léwdin ao métodd {, vamos introduzi-lo de
forma genérica para um Hamiltoniandd = H%+ HC Neste,H° deve ser entendido como o
termo ndo-perturbado, cujos auto-estados s&o conhecidos e de nidos pdYjmi = ", jmi.
Assim, consideraremos$i ° como uma perturbacao.
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sendoH2.,, = tmjH?%jni, eHY. = mjHY i.

A.2 Particionamento de Léwdin no método k.p

Para aplicar o particionamento de Lowdin ao cristais, precisamos identi car em
H. na Eq. (A.3) quais termos constituemH® e H® Vamos supor que nosso objetivo é
obter um modelo efetivo para as bandas de um cristal em torno de um certo poite Ko,
entdo de nimosK = Ky + ~. Ou seja,~ representa o deslocamento d&. Aplicando esta
de nicéo na Eq. (A.3), identi caremos H° = Hy, como o Hamiltoniano para~ =0, e a
perturbacdoH%= H, Hy, sdo os termos complementares, ou seja

R, ~
——(r'V ~ + — + ~r
4m202( P m P 4mc?

~r V (A.6)

HO_

+ V(¥)+ VvV (A.5)

2

p2
2m
m_ P amzc
sendo que o primeiro termo er °da origem ao nome do métod& §, enquanto o segundo
é a correcdo devido ao acoplamento spin-6bita ceng 0. J& H° possui contribuicGes da
energia cinética, potencial cristalind/ (¥) e as contribuicbes de spin-orbita para = 0.

E interessante que ndo precisamos saber resolit, basta termos informacées
sobre seus auto-estados. Por exemplo, identi cando qual € o grupo de simetria que
mantém H? invariante (ou seja, o grupo de simetria do cristal no pont&;), sabemos
que os auto-estados pertencerdo necessariamente as representacées irredutiveis (IRREPS)
do grupo ORESSELHAUS; DRESSELHAUS; JORIQ 2007 FAZZIO; WATARI , 2009.
Podemos identi car quais destas IRREPS sao relevantes conhecendo quais orbitais atbmicos
contribuem para as bandas que temos intere$s&n m, no que segue assumimos que
conhecemos os auto-estados HE’, ou pelo menos temos informacdes sobre suas simetrias.

A.3 Exemplo: grafeno

Como vimos no texto principal desta dissertacdo, a rede cristalina do grafeno é
invariante pelas simetrias do grup®¢,. Porém, as bandas de interesse proximas ao nivel
de Fermi (cones de Dirac) sdo concentradas nos pontds que se transforma de acordo com
0 grupoD3, (DRESSELHAUS; DRESSELHAUS; JORIQ 2007 FAZZIO; WATARI , 2009.
Sabemos que os estados destas bandas séo constituidos de orlpfais sdo degenerados
no ponto K. Como os orbitaisp, sdo impares perante uma operacado de espeMg que
levaz! Z, a Unica representacao irredutivel do grupB® s, que satisfaz estes critérios é

Esta informacgéo pode ser obtida experimentalmente (espectroscopia, ARPES, ...), ou de calculos DFT.
Em nosso grupo, obtemos estas informa¢des dos resultados de DFT de nossos colaboradores do Grupo de
Estrutura Eletrénica do INFIS/UFU.
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a E® Esta representacdo de ne as funcbes de base usadas nesta dissertacdo e ilustradas
na Fig. 5, onde de nimos que a funcdg i € dada por orbitaisp, centrados nos atomos

da subredé A com as fases de Bloch de nidas na guara, e de forma equivalenjegi
concentra-se nos atomos da redg.

Assim, consideramos qug i €] gi S&0 solucbes del® com energiasa = "g =0
(escolhendo nivel de Fermi como referéncia). Sabemos que no grafeno o acoplamento
spin-Orbita € desprezivel, entdo basta considerarmbd = ~—~ p=m Por construcdo, o
subespaco de interesse é dado pAr= fj Ai e gig, € no caso deste exemplo néo
precisaremos de nir o subespaco complementar, pois vamos parar em primeira ordem.
Assim, a expansdo de Lowdin paran;n) 2 A, e até primeira ordem enH® ca

Fimn  —~ hmj pini ; (A7)

poishmjH%jni = "o mn, €"a =0 devido a escolha de referéncia acima. Aqgi= (px; py)-
Agora basta analisar o elemento de matriz hmj pjni. Como o orbital p, € par emx ey,
temosh Ajpj al = h gjpj sl =0. E como os auto-estadog i €] gi estdo relacionados

por uma rotacdoCs,, temosh ajpxj si = ih Ajpyj g = MVg, portanto
0 1 0 1
r=—a O TMAPeL. e O Tuas o g
m h Bl'pl Al 0 x"'I y 0

sendo que as matrizes de Pauli atuam no subespaco de nido pelos auto-estadps,i e

J Bl

Portanto, conseguimos obter o Hamiltoniano efetivo do grafenbl, = ~vg~ ~, via
métodoR p. Enfatizamos que esta abordagem é equivalente ao método dos invariantes
utilizado nesta dissertagdo. Ambos os métodos possuem vantagens e desvantagens. O
método dos invariantes é mais facil de ser aplicado, e fornece o Hamiltoniano efetivo
para todas as ordens de perturbacdo de Lowdin. Em contra-partida, o méto#o p
fornece expressdes fechadas, em termos dos elementos de matriz, para os coe cientes do
Hamiltoniano. Por exemplo, na dissertagéo de nimog- como uma constante desconhecida
qgue multiplica o termo linear do Hamiltoniano obtido pelo método dos invariantes. Porém,
aqui vemos que/r = h Ajpxj si =m. Assim, os dois métodos se complementam.

Cuidado para nédo confundir o nome das subrede& e B com os subespacos A e B de Léwdin.
Em modelos mais gerais, estes elementos de matriz dao origem aos parametros de Kane e Luttinger, veja
(WINKLER , 2003.
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APENDICE B Cddigos-fonte

Neste apéndice listamos os cddigos-fontes Python utilizados nesta Dissertagao.

B.1 Metodo dos invariantes via pacote Python QSymm

O pacote PythonQSymifWVARJAS; ROSDAHL; AKHMEROQV , 2018 tem como
uma de suas funcionalidades o método dos invariantes. O mecanismo de funcionamento
€ idéntico ao que apresentamos na Secad.3 e utilizamos na Seca®.1 para obter o
Hamiltoniano efetivo para a monocamada de grafeno. Posteriormente, uma vez compre-
endido o funcionamento do método dos invariantes, utilizamos os codigos abaixo para
obter os termos quadréaticos dos Hamiltonianos da monocamada e das nano tas de zigzag
e armchair.

O pacote QSymrunciona com base em duas fun¢des elementares. Primeiro, nos
cbdigos abaixo o comandgsymm.PointGroupElementrecebe como entrada as matrizes
pU= D (R) e pR = DX(R) para cada elemento de simetria. Adicionalmente, o segundo
parametro (True/False) diz se a operacdo de simetria € unitaria (False) ou anti-unitaria
(True), sendo que neste Ultimo caso a operacdo também incluird uma conjucacao complexa
(e.g. simetria de reversédo temporal). Por m, o terceiro parametro (True/False) diz se a
operacéo de simetria deve comutar (False) ou anticomutar (True) com o Hamiltoniano.
Assim, usamos o comand®ointGroupElement para inicializar todas as operagdes de
simetria do grupo em questdo. Na sequéncia, 0 comarggymm.continuum_hamiltonian
busca as formas matriciais para cada poténcia d#g e ky, que comutem com as operagdes
listadas. Para mais informagdes sobre o pacote, podemos acessar a referévRIAS;
ROSDAHL; AKHMEROV , 2019 ou a pagina web com a documentac&o

A saida do programa € gerada pelo comandsymm.display_family , que imprime
na tela as matrizes permitidas por simetria para cada poténcia dg e k,. Assim, por
exemplo, para a monocamada obtemos

0 1
0 Ky |kyA _ (B.1)
ky + Ky 0 ’
0 1
0 ik + 2keky + kg, (B.2)
+ik2 +2kek, ik? 0 ’ '

tal que o Hamiltoniano da monocamada, Equacé(8.44), € obtido considerando uma
combinagéo linear destas matrizes em termos das constantes inde nidag e m, res-
https://gitlab.kwant-project.org/qt/gsymm
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pectivamente. Lembrando que o método dos invariantes ndo nos fornece o valor destas
constantes. Para obter estes valores, devemos comparar as relacdes de dispersdo com dados
experimentais, resultados DFT, ou complementar o desenvolvimento com o método k.p.

B.1.1 Cddigo QSymm para monocamada de grafeno

O codigo abaixo foi utilizado para gerar o Hamiltoniano dado na equacgé®.44).

import numpy as np

import sympy as sp
sp.init_printing (print_builtin=True)
import tinyarray as ta

import gsymm

# matrizes de Pauli

sO = np.array ([[12, O],[0, 11])
sx = np.array ([[0, 1].,[1, O]])
sy = np.array ([[0, 1j],[1], O]])
sz = np.array ([[1, O],[O0, 11D
# Mz

pU = sO# representacao D"psi
pR = sO # representacao D"k
Mz = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# Mx
pU = sy # representacao D'psi
pR = sz # representacao D'k

Mx = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# C2y
pU = sy # representacao D'psi
pR = sz # representacao D"k

C2y = gsymm.PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# C3z

sphi = 2 sp.pi/3 # sympy requer phi algebrico

phi = 2 np.pi/3 # numpy requer phi numerico

pU = np.array ([[np.exp(1l]j phi),0], [O,np.exp( 1j phi)]]) # representacao D"
psi

pR = sp.Matrix ([[sp.cos(sphi), sp.sin(sphi)],[sp.sin(sphi), sp.cos(sphi)
11) # representacao Dk

C3z = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# S3z
sphi = 2 sp.pi/3 # representacao D'psi
phi = 2 np.pi/3 # representacao D'k
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pu = np.array ([[np.exp(1j phi),0], [0,np.exp( 1j phi)]]) # wave function
basis

pR = sp.Matrix ([[sp.cos(sphi), sp.sin(sphi)],[sp.sin(sphi), sp.cos(sphi)
11) # k basis

S3z = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# quiralidade

pU = sz # representacao D'psi

pR = sO # representacao D"k

chi = gsymm. PointGroupElement(pR, False, True, pU)

# lista de simetrias a serem consideradas
symmetries = [Mz, Mx, C2y, C3z, S3z, chi]

dim = 2 # dimensoes = 2 = (kx, Kky)
total_power = 2 # maior potencia de k a ser considerada

Hamiltonian_family = gsymm. continuum_hamiltonian(symm etries, dim,
total_power, prettify=True)

gsymm. display_family (Hamiltonian_family)

B.1.2 Cddigo QSymm para hano ta tipo zigzag

O codigo abaixo foi utilizado para gerar o Hamiltoniano dado na equacéd®.40.

import numpy as np

import sympy as sp
sp.init_printing (print_builtin=True)
import tinyarray as ta

import gsymm

# matrizes de Pauli

sO = np.array ([[1, O],[0, 11])
sx = np.array ([[0, 1],[1, OlD
sy = np.array ([[0, 1j],[1], O]])
sz = np.array ([[1, O0],[0, 11D

# Mz

pU = sO# representacao D"psi

pR = sO # representacao D'k

Mz = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# Mx
pU = sy # representacao D'psi
pR = sz # representacao D"k

Mx = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)
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# C2y
pU = sy # representacao D'psi
pR = sz # representacao D"k

C2y = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# quiralidade

pU = sz # representacao D'psi

pR = sO # representacao D"k

chi = gsymm.PointGroupElement(pR, False, True, pU)

# lista de simetrias a serem consideradas
symmetries = [Mz, Mx, C2y, chi]

dim = 2 # dimensoes = 2 = (kx, ky)
total_power = 2 # maior potencia de k a ser considerada

Hamiltonian_family = gsymm.continuum_hamiltonian(symm etries, dim,
total_power, prettify=True)

gsymm. display_family (Hamiltonian_family)

B.1.3 Cddigo QSymm para hano ta tipo armchair

O cadigo abaixo foi utilizado para gerar o Hamiltoniano dado nas equacd@s94)
e (3.95.

import numpy as np

import sympy as sp
sp.init_printing (print_builtin=True)
import tinyarray as ta

import gsymm

# matrizes de Pauli
sO = np.array ([[1, 0],[0, 1]])

sx = np.array ([[0, 1],[1, O]])

sy = np.array ([[0, 1j],[1j, O]])
sz = np.array ([[1, O0],[O, 11D
zr = 0 sO

# Mz

pU = np.block([[ sO, zr],[zr, sO]]) # representacao D"psi
pR = sO # representacao D'k
Mz = gqsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# Mx
pU = np.block([[ sy, zr],[zr, sy]]) # representacao D"psi
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pR sz # representacao D'k
Mx = gsymm.PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# C2y
pU = np.block ([[sy, zr],[zr, sy]]) # representacao D*psi
pR = sz # representacao D"k

C2y = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# My

pU = np.block ([[zr, sO0],[s0O, zr]]) # representacao D*psi
pR = sz # representacao D'k

My = gsymm.PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# i

pU = np.block ([[zr, sy].,[sy, zr]]) # representacao D*psi
pR = sO # representacao D"k

inv = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# C2x

pU = np. block ([[ zr, s0],[ sO, zr]]) # representacao D'psi
pR = sz # representacao D'k

C2x = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# C2z

pU = np.block ([[zr, sy],[ sy, zr]]) # representacao D'psi
pR = sO # representacao D"k

C2z = gsymm. PointGroupElement(pR, False, False, pU)

# simetria de reversao temporal

pU = np.block ([[zr, sz].,[sz, zr]]) # representacao D*psi
pR = sO # representacao D"k

TRS = gsymm. PointGroupElement(pR, True, False, puU)

# quiralidade

pU = np.block ([[sz, zr],[zr, sz]]) # representacao D*psi
pR = sO # representacao D"k

chi = gsymm. PointGroupElement(pR, False, True, pU)

# lista de simetrias a serem consideradas
symmetries = [Mz, Mx, C2y, My, inv, C2x, C2z, TRS, chi]

dim = 2 # dimensoes = 2 = (kx, ky)
total_power = 2 # maior potencia de k a ser considerada

Hamiltonian_family = gsymm. continuum_hamiltonian(symm etries, dim,

total_power, prettify=True)
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‘qsymm. display_family (Hamiltonian_family)

B.2 Diagonalizacdo numeérica via diferencas nitas

Nos cédigos abaixo utilizamos o método de diferencas nitas para escrever 0s
Hamiltonianos quadraticos das nano tas zigzag e armchair na base formada pelo produto
tensorial dos orbitais ( o; ) € das coordenadas discretas. Entdo, a forma matricial dos
Hamiltonianos € diagonalizada utilizando o pacotaumpy e a gura nal gerada pelo
pacote matplotlib

B.2.1 Caddigo para modelo zigzag k-quadratico

Abaixo listamos o codigo Python utilizado para diagonalizar o modelo quadratico
da nano ta tipo zigzag, Figura 13

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Constantes

a0 = 0.142 # [nm] distancia entre primeiros vizinhos

hbar = 0.6582119514# [meV.ps] constante de Planck/2pi

vf = 1e3 # [nm/ps] velocidade de Fermi

Dk = (2 np.pi)/(3 np.sqrt(3) a0) # [1/nm] Delta K = distancia K e K'

L = (35) a0 # [nm] largura W da nanofita zigzag

# Discretizacao espacial eixo X

Nx = 200 # numero de pontos no eixo X

X =np.linspace (0, L, Nx) # vetor de pontos x
dx = x[1] x[O0] # passo de discretizacao

# Discretizacao do eixo ky [1/nm]

Ngy = 101 # numero de pontos no eixo ky

g0 = 4 # calcular banda no interval 0 < ky < Dk+q0O
gy = np.linspace( g0, Dk+tq0O, Nqy) # vetor de pontos ky

# massa de Wilson

dE = 6 (1e3) # [meV] intervalo de energia de interesse
Mx1 = ((hbar vf) 2)/dE; # limite superior

Mx2 = 0.5 dE dx 2; # limite inferior

Mx =  (Mx1HMx2)/2; # usar media dos limites

# Definicao das matrizes
IXx = np.eye(Nx) # identidade no espaco x discretizado
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# matrizes auxiliares na construcao de kx e kx"2 via diferenas finitas
Diag = np.diag(np.ones(Nx))

UpperDiag = np.diag(np.ones(Nx 1), k
LowerDiag = np.diag(np.ones(Nx 1), k

1)
1)

# operadores kx e kx”2 via diferencas finitas
kx = ( 1j/(2 dx)) (UpperDiag LowerDiag)
kx2 = (UpperDiag 2 Diag + LowerDiag)/(dx 2)

# matrizes de Pauli

sigx = np.array ([[0,1],[21,0]])

sigy = np.array ([[0, 1j], [1j, O]])
sigz = np.array([[1, O], [O, 110

# Funcao evals
ky : escalar, valor de ky a ser usado
vecs : True/False,
se True, calcula autovalores e autovetores
se False (padrao), calcula apenas autovalores
HtHHH

# % H®

def evals(ky, vecs=False):
# Nesta dissertacao consideramos o caso mais simples
Delta = 0
hvx = hbar vf
hvy = hbar vf

H = Delta np.kron(sigy, Ix) # termo Delta sigma_y

H+ hvy (ky (ky 2)/Dk) np.kron(sigy, Ix) # termos ky linear e
quadratico

H += hvx np.kron(sigx, kx) # termo linear em kx

H+= 0.5 Mx np.kron(sigy, kx2) # termo de Wilson, quadratico em kx

# retorna autovalores e autovetores de acordo com opcao em \osS
if vecs=False:

return ( np.linalg.eigvalsh(H) )
else:

return ( np.linalg.eigh(H) )

# Final da funcao evals

# calcula autovalores para cada ky no vetor qy
autoval = np.array ([]) # inicializa vetor para armazena resultados
for ky in qy: # loop

eigval = evals(ky) # calcula autovalores para um dado ky

# e anexa resultados no vetor autoval
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autoval = np.append(autoval, eigval)
# reconstroi autoval na forma de matrix compativel com Matpl otlib
autoval = autoval.reshape ((Ngy, 2 Nx))

# plota figura com estrutura de bandas

# e salva no arquivo zigzag.png
plt.figure(figsize =(8,8))

plt.plot(qy, (autoval/1000), color= )
plt.ylim([ 2.5,2.5]);

plt.xlabel (R )

plt.ylabel (R )
plt.tight_layout();

plt.savefig( )

plt.show ()

B.2.2 Cdbdigo para modelo armchair k-quadratico

Abaixo listamos o codigo Python utilizado para diagonalizar o modelo quadratico
da nano ta tipo armchair, Figura 14.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Constantes

a0 = 0.142 # [nm] distancia entre primeiros vizinhos
hbar = 0.658211951# [meV.ps] constante de Planck/2pi
vf = 1e3 # [nm/ps] velocidade de Fermi

L =39 np.sqrt(3.0) a0/2 # [nm] largura L da nanofita armchair

# constante labmda da condicao de Brey Fertig
Ibd = 1.0/np.tan(2 np.pi np.sqrt(3.0) L/(9.0 a0))
# possiveis valores Ibd = 1/tan(n pi/3) = 0.577, 0.577, infinity
if np.abs(lbd) > 100:
Ibd = 5 # caso infinito, usar valor alto, mas finito

# Discretizacao espacial eixo X

Ny = 201 # numero de pontos no eixo y

y =np.linspace(0, L, Ny) # vetor de pontos x
dy = y[1] y[O] # passo de discretizacao

# Discretizacao do eixo kx [1/nm]

Ngx = 101 # numero de pontos no eixo kx

g0 = 4 # calcular banda no interval g0 < kx < +q0
gx = np.linspace( g0, q0, Ngx) # vetor de pontos kx
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# massa de Wilson

dE = 6 (1e3) # [meV] intervalo de energia de interesse
Myl = ((hbar vf) 2)/dE; # limite superior

My2 = 0.5 dE dy 2; # limite inferior

Mwv = (MylHMy2)/2; # usar media dos limites

# Definicao das Matrizes
ly = np.eye(Ny) # identidade no espaco y discretizado

# matrizes auxiliares na construcao de ky e ky”2 via diferenas finitas
Diag = np.diag(np.ones(Ny))

UpperDiag = np.diag(np.ones(Ny 1), k
LowerDiag = np.diag(np.ones(Ny 1), k

1)
1)

# operadores ky e ky”2 via diferencas finitas
ky =( 1j/(2 dy)) (UpperDiag LowerDiag)
ky2 = (UpperDiag 2 Diag + LowerDiag)/(dy 2)

# matrizes de Pauli

sigx = np.array ([[0,1],[1,0]])

sigy = np.array ([[0, 1j], [1j, O]])
sigz = np.array([[1, O], [O, 110

# Funcao evals

kx : escalar, valor de kx a ser usado
vecs : True/False,

se True, calcula autovalores e autovetores

se False (padrao), calcula apenas autovalores
P

% H®

def evals(kx, vecs=False):

# Termo linear do Hamiltoniano, usando vx=vy=vf

zero = np.zeros([2 Ny, 2 Ny])

Hk = hbar vf (np.kron(sigx, kx ly) + np.kron(sigy, ky))
Hkl = hbar vf (np.kron(sigx, kx ly) np.kron(sigy, ky))
Hline = np.block ([[Hk, zero],[zero, HK1]])

# Termo Quadratico do Hamiltoniano

s = +1

Mc = np.block ([[Ibd sigy, s np.sqrt(1+lbd Ibd) sigy],[s np.sqrt(1+Ibd
Ibd) sigy, Ibd sigy]l])

Hquad = (0.5) Mw np.kron(Mc, ky2) # termo de Wilson

# Hamiltonian completo
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H = Hline + Hquad

# retorna autovalores e autovetores de acordo com opcao em \oS
if vecs—=False:

return( np.linalg.eigvalsh(H) )
else:

return( np.linalg.eigh(H) )

# Final da funcao evals

# calcula autovalores para cada kx no vetor gx
autoval = np.array ([]) # inicializa vetor para armazena resultados
for kx in gx: # loop

eigval = evals(kx) # calcula autovalores para um dado ky

# e anexa resultados no vetor autoval

autoval = np.append(autoval, eigval)
# reconstroi autoval na forma de matrix compativel com Matpl otlib
autoval = autoval.reshape ((Ngx, 4 Ny))

# plota figura com estrutura de bandas
# e salva no arquivo armchair.png
plt.figure(figsize =(8,8))

plt.plot(gx, (autoval/1000), color= );
plt.ylim([ 2.5,2.5]);

plt.xlabel (R );

plt.ylabel (R )
plt.tight_layout();

plt.savefig( )

plt.show()
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