ODAIR AMERICO COELHO JUNIOR

Alguns teoremas sobre Polinémios

&

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2021



ODAIR AMERICO COELHO JUNIOR

Alguns teoremas sobre PolinOmios

Dissertacdo  apresentada ao Departamento de
Matematica da Universidade Federal de Uberlan-
dia, como parte dos requisitos do Programa de
Mestrado Pro ssional em Matematica - PROFMAT,

para obtencao do grau d&ESTRE.

Area de Concentracdo: Matematica.
Linha de Pesquisa: Geometria.

Orientador:  Prof. Dr. Luis Renato Gongalves Dias.

UBERLANDIA - MG
2021



Ficha Catalogréafica Online do Sistema de Bibliotecas da UFU
com dados informados pelo(a) proprio(a) autor(a).

C672  Coelho Junior, Odair Américo, 1984-
2021 Alguns teoremas sobre Polinémios [recurso eletrdnico]
/ Odair Américo Coelho Junior. - 2021.

Orientador: Luis Renato Gongalves Dias.

Dissertacao (Mestrado) - Universidade Federal de
Uberlandia, Pos-graduacao em Matematica.

Modo de acesso: Internet.

Disponivel em: http://doi.org/10.14393/ufu.di.2021.613

Inclui bibliografia.

1. Matematica. |. Dias, Luis Renato Gongalves ,1982-,
(Crient.). Il. Universidade Federal de Uberlandia. Pos-
graduacéo em Matematica. lll. Titulo.

CDU: 51

Bibliotecarios responsaveis pela estrutura de acordo com o AACR2:

Gizele Cristine Nunes do Couto - CRB6/2091




10/12/2021 14:04 SEI/UFU - 3219733 - Ata de Defesa - P6s-Graduagao

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
Coordenacdo do Programa de Pés-Graduacdo em Matematica - Mestrado

Profissional em Rede Nacional
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F - Bairro Santa Ménica, Uberlandia-MG, CEP 38400-902
Telefone: (34) 3230-9452 - www.famat.ufu.br - profmat@famat.ufu.br

ATA DE DEFESA - POS-GRADUACAO

Programa de
Pés-Graduacdo | Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT UFU
em:
Defesa de: Dissertacdo de Mestrado Profissional, 5, PROFMAT
is mil H
Data: dez. de dezembro de dois mi Hora de inicio: 10:00 ora de 12:00
e vinte e um encerramento:
Matriculado 11 1515pp1016
Discente:
N
pme do Odair Américo Coelho Junior
Discente:
Titulo do A
Trabalho: Alguns resultados sobre polindmios
Area d . .
reade N Geometria e Topologia
concentracgdo:
Linha de .
. Geometria
pesquisa:
Projeto de
Pesquisa de Nao ha.
vinculagdo:

Reuniu-se em web conferéncia pela plataforma Google Meet a Banca Examinadora, aprovada pelo
Colegiado do Programa de Pds-graduacdo em Matematica - Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT), assim composta pelos professores doutores: Nilva Rodrigues Ribeiro - UFV;
Ana Paula Tremura Galves - FAMAT/UFU e Luis Renato Gongalves Dias - FAMAT/UFU, orientador
do candidato.

Iniciando os trabalhos o presidente da mesa, Dr. Luis Renato Goncalves Dias, apresentou a Comissao
Examinadora e o candidato agradeceu os presentes. Posteriormente, concedeu ao Discente a palavra
para a exposicao do seu trabalho. A duragdo da apresentacao do Discente e o tempo de arguicdo e
resposta foram conforme as normas do Programa.

A seguir o senhor presidente concedeu a palavra aos examinadores que passaram a arguir o candidato.
Ultimada a arguicdo, que se desenvolveu dentro dos termos regimentais, a Banca, em sessdo secreta,
atribuiu o resultado final, considerando o candidato:

Aprovado.

Esta defesa faz parte dos requisitos necessarios a obtengao do titulo de Mestre.

O competente diploma serd expedido apds cumprimento dos demais requisitos, conforme as normas do
Programa, a legislacdo pertinente e a regulamentacao interna da UFU.

Nada mais havendo a tratar foram encerrados os trabalhos. Foi lavrada a presente ata que apés lida e
achada conforme foi assinada pela Banca Examinadora.

https://www.sei.ufu.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=3620059&infra_siste... 1/2



| sejl B

pssnatura

‘ eletrfinica

saijl 5

asunatura

‘ eletrdnica ‘

| sejl 2

psunatura

‘ eletrbnica

E:l:

L} J'I-'I

e

!lu

(o]

'\-

6(, 8)8 $WD GH 'HIHVD 3yV *UDGXDomR

} Hu v8} ee]lv } 0 SE}V] >w]¥SZ % BE '}v OBN«E](s+*}E~ + } D
A% @JIEITIITITITIU o iiWioU }v(}EuUu ZZE_@&JIV}.}uopuv u vs}
“ iNU__}E 8} vN 6XAi6U 0 1Mspy E} Tiinf

} Hu v8} ee]lv } 0 SE}V] u W8 Wl EE up@VEpAce}E~ + } D
A% @]IETIITITITIU « (iWi6U }v(}EU ZBE G[W}.}Huoluv u v

F
S}
iNU_JE &) vl 6XAT6U 6 }NEp E} 1A

} Hu v8} ee]v } o 3E}v] EJos 24}E|Pplh4] G} A3 Ev}
(ITITITIU « fiWisU }v(}Eu Z}E @E]} }ul(ov u &3} w0} ESX oN
E 3} vN 6XAdidoU 0 I3u E} Tiif

us vvY ] S } Hu v8} %} <+ ES}v( E] v} -

!-"-?' "ﬁ,.h- ZQ@% *WITAAAX IXu(uX Ele ]I }JvEE}0o }Ez A£S EV}X% Z% M

}A } pu v3lz JV( EJE"] z}EP 1}z UPE}ES EYPATe [P} AT O[T

-:. } « [P} DAOGXKS

Z ( E'vW®} ¢} VN Ti116X10T6TAITITIrei
KWWSV ZZZ VHL XIX EU VHL FRQWURODGRU SKS"DFDR GRFXPHQWRBLPSULPLUBZHE DFDRE


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
https://www.sei.ufu.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

Agradecimentos

Primeiramente quero agradecer a minha esposa Giselle e a minha Iha Manuela pela inspiracado

e apoio constante. Também quero agradecer ao departamento de Matematica da Universidade
Federal de Uberlandia. Um agradecimento especial para Luis Renato Goncalves Dias pela sua
imensa paciéncia e ainda mais pelas nossas conversas que acrescentaram enormemente 0 meu
desenvolvimento nesta dissertacdo. Agradeco todos aos meu alunos e ex-alunos pelo carinho e
apoio nessa jornada.



Resumo

Nesta dissertacao apresentamos trés teoremas para motivar e auxiliar o aprendizado de polinbmios
na Educacéo Basica. O primeiro teorema apresenta um intervalo onde estdo contidas as raizes
de um polinémio. Outro teorema apresenta uma desigualdade que relaciona as areas do trian-
gulo tangencial e do retangulo tangencial com a area sobre a curva do polinémio. E por dltimo,
mostramos um teorema em que dados quatro polindbmios que possuarromo uma de suas
raizes, teremo24 possiveis con guracdes dos gra cos dos mesmos parpréximo da origem,

mas duas dessas permutacdes sdo impossiveis de se obter. O nosso propésito dessa dissertacao
€ que esses resultados possam servir como aporte para auxiliar no ensino de polinbmios na
educacéao bésica.

Palavras-Chave: Polinbmios, Desigualdade das Médias, Raizes de um Polindmio, Gra co de
um polinémio.



Abstract

In this dissertation we present three theorems to motivate and help the learning of polynomials
in Basic Education. The rst theorem presents an interval where they are contained as roots of
a polynomial. Another theorem presents an inequality that relates the areas of the tangential
triangle and the tangential rectangle to the area under the curve of the polynomial. And by,
we show a theorem that given four polynomials that hav® as one of their roots, we have
24 possible con gurations of their graphs forx near the origin, but two such permutations
are impossible to obtain. Our purpose of this dissertation is that these results served as a
contribution to help in the teaching of polynomials in basic education.

Palavras-Chave: Polynomials, Inequality of Means, Roots of a Polynomial, Graph of a Poly-
nomial.
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Introducao

A éalgebra tem como principal meta estudar a manipulacédo formal de equacdes, operagcdes
matematicas, polindbmios e estruturas algébricas. Um tépico importante dessa teoria € 0 estudo
dos polinbmios, envolvendo equacdes polinomiais e funcdes polinomiais. Comecamos a estudar
algebra no ensino fundamental, na busca de raizes para um polinbmio do primeiro e segundo
grau. No ensino médio, essa teoria passa a ser vista com nimeros complexos e com um grau
maior do que dois.

De acordo com os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) esse assunto deve constar na
parte exivel do curriculo. De acordo com Dierings [3] esta exibilidade nos chama a atencéo e
sugere que o aprofundamento desse conteldo nédo seja fundamental para esses niveis de ensino.
Entendemos que as escolas devem trabalhar com a preparagédo dos estudantes apresentando
condicbes minimas e embasamento para acompanhar qualquer curso de nivel superior no futuro.

Esta dissertacao trata, essencialmente, de alguns resultados sobre polinbmios enquanto pos-
sibilidade para o Ensino Médio. Iniciaremos esta dissertacdo com um capitulo dedicado as
de ni¢des e resultados preparatorios. No Capitulo 2 sera abordada parte da teoria envolvendo
as raizes de um polindbmio real. Vale ressaltar que o problema de calcular raizes de uma equacao
sempre foi objeto de estudo da mateméatica ao longo dos séculos. No Capitulo 3 estudaremos
algumas aplicacdes envolvendo o calculo de areas, com uma interessante desigualdade apresen-
tada por Paul Erdds e Tibor Gallai.

No Capitulo 4 a interseccdo de polinbmios é estudada. O objetivo deste capitulo é dar
exemplos de aplicagcbes que poderéo servir de aporte para uma futura aplicagdo em sala de aula,
com alunos do ensino médio. Na Secéo 4.1 apresentaremos as con guragdes de polindbmios. Na
Secéao 4.2 apresentaremos o teorema de Kontsevich, cujo resultado apresenta algumas restricées
para a posicao relativa dos gra cos de quatro polinémios reais.

Conforme ja mencionamos, o foco central desta dissertacdo é o estudo de alguns resultados
de polinémios. Um objetivo importante desta dissertacdo é o preenchimento dos detalhes das
demonstracdes de alguns resultados. A maioria dos resultados expostos nesta dissertacédo ja
eram conhecidos e alguns deles sdo considerados como triviais. 1Sso signi ca que raramente
suas demonstracdes aparecem e, quando aparecem, muitos detalhes sdo omitidos. Procura-se
nesta dissertacdo preencher esses detalhes e, além disso, contribuir com exemplos e aplicacbes
que poderao servir de aporte para uma futura aplicacdo em sala de aula, com estudantes do
ensino médio.



Capitulo 1

De nicdes e resultados preparatorios

Para 0s nossos propoésitos, resultados da algebra serdo Uteis para o estudo desta disser-
tacdo. Devido a isso apresentaremos neste capitulo os conceitos de Médias, Relac6es de Girad,
polinbmio complexo, produto interno, desigualdade de Cauchy e Teorema Fundamental da
Algebra. Utilizamos como referéncias os trabalhos [1], [5], [8] e [11].

1.1 Desigualdades das Médias

Uma ideia importante de aplicagdo matematica é o conceito de média, que é um namero
real que esta associado a um conjunto de dados e pode representar esse conjunto que esta sendo
analisado. Ha diversas médias na literatura e cabe a quem estiver analisando os dados de nir
gual a média sera mais conveniente utilizar. Em geral, a média de uma lista de niumeros é
um valor que pode substituir todos os elementos da lista sem alterar certa caracteristica da
lista. Nessa secao apresentamos 0s conceitos de média aritmética, geométrica e harmonica, e
desenvolvemos alguns exemplos e aplicagbes. Ainda nos debrucaremos sobre as desigualdades
das médias e alguns problemas de otimizacao.

a média aritméticaA é de nida pela igualdade:

X1+ Xo+ 111+ X
A==t 2n n. (1.1.1)

a média geométricaG é de nida pela igualdade:
G= F")xl Xo i1 Xp. (1.1.2)
De nicdo 3 (Média Harmodnica Simples) Dada uma lista den > 1 nimeros reais positivos,

n
H= 1 1 T (1.1.3)
—+ —+ i+ —
X1 Xo Xn
Teorema 1 (Desigualdade das Médias)Sejamxy;:::; X, hdmeros reais positivos, entao
H6 G6 A
ou seja, vale:
n p Xp+ Xo+ 11+ Xy
1 1 1 6 "X; Xp i X, 6 - (1.1.4)
—+ —+ i+ —
X1 X2 Xn
Além disso, vale a igualdade se, e somente gg= :::= Xp.
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Demonstragéo: Para essa demonstracdo, iremos utilizar as notas de aula do professor Pedro
J. de Rezende [9] sobre provas por indugdo. Nessas notas, Rezende demonstra esse teorema
utilizando o principio da inducao reversa.
Para isso vamos dividir essa demonstracdo em trés passos.
PASSO 1: Iremos demonstrar por indugdo que o teorema € valido pama= 2.
Primeiro vamos demonstrar que o teorema vale para=2:
Se X; e X, sdo nuameros reais positivos, sabemos que&; e px_2 sd0 numeros reais e que
x P%’so0
Dessa forma, segue que:

P Px? > 0
Cx 20 x+ (P > o
X1 2 XXo+ X, > O
X1+ Xo > 2p X1X2
X1+ X2 P
_— > X1X
2 1A2
Logo, para dois numeros reais positivos, temos ghe> G.
Agora, iremos demonstrar que o teorema vale pags*!, k > 1:
1 1 1
(X1 Xp i1 Xgp)m = §qX1 X2 100 Xn)? (Xp+1 Xps2 i1l Xop)?N
1 1
= (X2 X2 1D Xn)" (Xnsr Xnsz 11D Xon)'
Fazendoy; = (X1 X ::: xn)nl €Yo = (Xn+1 Xns2 ii XZH)% e empregando a basgn = 2),
temos:
1 +
(v 6 2

Mas, aplicando agora a hipétese de inducéo pamaemy; y,, temos:

X1+X2+:::+Xn+Xn+1+Xn+2+:::+X2n
Yitys o n n
2 2

De onde podemos derivar o castn, que €2*1, pois:

y1+y26 X1+ Xo+ 100+ X+ Xpeg + Xpsz + 200+ Xon |
2 2n '

PASSO 2: Por hip6tese assumimos que o teorema vale pama> 2. Mostraremos que 0
teorema vale paran 1, isto é, que:

1
(X1 X2 i Xon)2 6

1 Xp+ Xo+ 100+ Xy 1,
(Xl Xo i1 Xp 1)”16 n 1 .

Mas, sabemos por hip6tese de indugéo que, para qualgaer O:

1 XgF Xt i+ X, 1t 2Z
(X1 X2 111 Xn 1 2Z)7 6 222 - ni' <. (1.1.5)
Entdo, em particular, podemos escolher como:
_X1+X2+:::+Xn 1, (116)

n 1



Substituindo a expressao (1.1.6) no lado direito da inequacéo (1.1.5) temos:

(n 1)z+z:

1
(X1 X2 :ii Xp 1 2)" 6 -

(1.1.7)
Elevando-se a poténcia ambos os lados da inequagéo (1.1.7) , temos:

(X1 X2 i1 Xn 1 2)6 2™

(X1 X2 i Xp 1)ﬁ 6 z:
Substituindo agoraz pelo seu valor em 1.1.6, temos:

Xp+ Xo+ 110+ Xy 1,
n 1 '

1
(Xy Xo i1 Xp )" 1t
Portanto, segue dos passos 1, 2 e 3 qBe5 A.

PASSO 3: Para demonstrar a segunda deS|guaIdade do teorema, iremos aplicar a desigual-

dadeA > G para os nUmeros reais positivog-; ;- :1; ;=
n
1,1, .1,
Xt Xo " Xn g .1 101
n X1 X2  Xp

donde segue que:

1 1 1 n
—+ 4+ —>p
X1 Xo Xn "X1 Xo il Xp
R n
X1 Xo il Xp > 1 1 1
e =
X1 Xz Xn

Portanto, temosG > H.

1.1.1 Exemplos

No que segue, apresentamos algumas aplicacdes da desigualdade das médias, em situacdes
gue foram organizadas da seguinte forma: problema envolvendo maximo e minimo de uma
funcdo, problema envolvendo geometria espacial e problema envolvendo geometria plana.

Exemplo 1. Sejaf :[0;+1 )! R a func&o dada por

X2+1
X+1°

f(x)=

Solucdo: Analisemos os possiveis extremosfdeTemos

x2+1
f =
(x) T 1
| (x+D? 2
B X+ 1
2X
= +1
(x+1) 1
2x+1) 2
= +1 e —
(x+1) T 1
2
= +1) 2+ ;
(x+1) 1









De nimos
hu; vi = X1yp + XoYo + 11+ XpYn! (1.1.8)

Temos que
2.

S o= w2 2
hu;ui = X7+ X5+ 11+ Xy

e que
hu;vi = Xqy1 + XoYo + 110+ XpYn = YaXp + YoXo + D10+ YaXn = b ui;

mostrando que as condicteBl 1 e Pl 3 da de nicdo de produto interno sédo satisfeitas. A
condicdoPl 2 também é satisfeita ja que

hujui = x2+ x5+ :::+x2=0() u=0:

hu+ v;wi (X1 +y1)zZr+(Xo+ Yo)zo+ i+ (Xn + Yn)Zn

= (XqZ1+ XpZp+ i+ XnZn) H(Yizo + YoZo + il YaZy)

= hu;wi + hv;wi;
mostrando que a condica®l 4 é satisfeita. A condicdoPl 5 também € satisfeita poik 2 R,
entao

hku;vi = (kxp)yr + (kx2)yz + ::+ (KXn)yn = K(X1y1 + Xayo + 100+ XpYn) = khu;vi:

Assim, (1.1.8) de ne um produto interno emR", chamado de produto interno usual dB" ou
produto escalar deR", generalizando a nogdo de produto escalar &8 e R3.

1.1.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz, também conhecida como a Desigualdade de Schwarz,
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz ou simplesmente Cauchy, € uma desigualdade muito util que
aparece em varios contextos diferentes, tais como em analise, aplicando-se a séries in nitas e
integracao de produtos, e, na teoria de probabilidade, aplicando-se as variancias e covariancias.

Essa desigualdade foi publicada por Augustin Cauchy (1821), matematico francés respon-
savel pela introducgéo do rigor na analise matematica e um dos fundadores da teoria de grupos
nitos. Em analise in nitesimal, criou a no¢do moderna de descontinuidade para as funcdes de
variavel real ou complexa. A prova do préximo teorema € baseada na referéncia [11].

Teorema 2 (Desigualdade de Cauchy-SchwarzBejaV espago vetorial com produto interno e
normajaj = ha;ai, 8a2 V.Entao

ha;H?2 j aj?jb?; 8a;b2 V; (1.1.9)
com a igualdade sendo veri cada se, e somente aeg b sdo linearmente dependentes.

Demonstragdo. Consideremos a seguinte funcdo quadratica na variaveR R:

jxa+ b?
x?jaj? + 2xha; b + jbi2: (1.1.10)

a(x)

Sea = 0, entdo a desigualdade (1.1.9) segue trivialmente. Portanto, assumima$ 0. Se
b= a, entdo claramenteha; 2 = jaj%jbh?, o que prova a desigualdade (1.1.9).
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Finalmente, analisemos o0 caso em quee b sédo linearmente independentes. Desta forma,
temos quejxa + b2 > 0, para todo x. Logo, o discriminante deqg(x) € negativo, ou seja,
ha; k2 j aj?jh? < 0. Esta Ultima inequacdo implicaha; i? < jaj?jbj?; o que prova a desigualdade
(2.1.9).

Pelos argumentos acima, temos a igualdade em (1.1.9) se, e somenta &b,séo linearmente
dependentes, 0 que termina nossa prova.

Exemplo 5. Determine o menor e o maior valor da expressdd(x;y;z) =2x + 3y + 6z para
valores dex;y; z satisfazendo a condicaa?® + y?+ z2=1.

Note que a condicdo imposta sobre y; z pode ser entendida geometricamente, sendo que
esse valores representam coordenadas de um ponto que esta situado sobre a esfera de centro
na origem e raio 1. Fazendo analogia com a forma geral da desigualdade de Cauchy, que é da
forma:

(b + aphy + i+ anhy)? @2+ &3+ i+ a2 B+ B+ii+
teremos:
(2x+3y+62)°  22+3%2+6% x?+y?+ 272 (49)(1)

e, por m:
(2x +3y+62)° 49

Podemos concluir que a expressd tem 7 e +7 como valores minimo e maximo, res-
pectivamente. Contudo, podemos empregar a condicdo de proporcionalidade para veri car
quais x;y e z determinam esses 7 e 7 como extremos. Como os membros da desigualdade
de Cauchy se tornam iguais mediante a existéncia de proporcionalidade entre seus termos,
conforme demonstrado anteriormente, temos:

oI N

N | X
wi

ondey = %X ez = 3x.

- 3x .
Substituindo y = 5 ez= 3x emx?+ y?+ z2 =1 e resolvendo em fungdo de, obtemos

as solucoes:
2 3 6 o 236
VAR A 777
Assim, temos sobre a esfera de equagéo+ y?+ z2 =1 a fungdoE(x;y;z) =2x +3y+62
admite como valor minimo 7 e como valor maximo7 nos pontos acima.

1.2 Polinbmios e suas relacdes

Neste topico apresentamos a de ni¢do de polinémio e o Teorema Fundamental da Algebra.
Esses conceitos sdo usados na demonstracéo das relagdes de Girard.

De nicdo 5 (Polinémios). Uma funcao polinomial, ou simplesmente polindémio, é uma funcao
p:K! K, ondeK = R ouC, de nida por:

xXn _
P(X) = ag+ apX + @ax?+ 111+ apx" = ax;
j=0
n 2 N ondeag;a;;a;:::;a, 2 K, sdo denominados coe cientes dp(x), x 2 C é a variavel e
ag; aX; axx?;: 1 ; apx" sdo chamados termos do polinémia

9



Exemplo 6.
(i) p(x)=8x"+(B+2i)x>+ x 2+ x+ i é um polindmio.
(i) p(x) = a, a2 C é chamado de polinbmio constante.
(i) p(x) =0 é chamado de polinbmio nulo.

De nicdo 6. Considerep(x) = ag+ ayX + ayx?+ :::+ a,x" um polindmio complexo n&o nulo,
coma, 6 0. O grau dep(x) é de nido como o maior expoente da variavel dos termos com
coe ciente nao nulo:

gr[p(x)] = n:
O coe ciente a, € chamado de coe ciente lider dp(x).
Por exemplo, no polindmiop(x) = 2x3+ x> x + 11, seu grau €3 e o coe ciente lider é2.

1.2.1 Teorema Fundamental da Algebra

Apresentaremos o contexto histérico do Teorema Fundamental da Algebra fundamentados
em Salvado [10]. Os estudos e discussdes sobre resultados envolvendo a existéncia e a natureza
de solucbes de equacbes algébricas e raizes de polinbmios complexos datam de muitos séculos
atrds. Em 1608, em seu trabalho Arithmetica Philosophica, o matematico aleméao Peter Rothe
arma que toda equacéo real de gram tem no maximon solucdes.

Em 1629, o matematico franco-holandés Albert Girard (1595-1632) a rmou em seu livro
L'invention nouvelle en I'Algebre que uma equacéao algébrica de graypossuian raizes, porém
ndo chegou a demonstrar tal a rmativa ou caracterizar estas raizes.

Em 1637, o matemético francés René Descartes (1596-1650) provou o resultado que limita
0 numero maximo de raizes de um polindmio, porém nao chegou a demonstrar a existéncia de
tais raizes.

A primeira demonstracéo de destaque para o Teorema Fundamental da Algebra foi apresen-
tada em 1746 e se deve ao matematico francés Jean Le Rond D'Alembert (1717-1783). Contudo,
esta demonstracao foi considerada falha, sendo melhorada e simpli cada em 1806 e 1814 por
Jean Robert Argand (1768-1822). Esta ultima versao foi usada em varios livros no século XIX.

O problema da demonstracdo de Argand € que esta utilizava o resultado da existéncia de um
minimo absoluto em fung¢des continuas sobre um conjunto limitado e fechado, o qual s6 foi
demonstrado em 1874 por Karl Weierstrass (1815-1897) ap6s a constru¢cdo dos numeros reais
por Richard Dedekind (1831-1916) por volta de 1870.

Outros matematicos, como Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-
1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827) e James Wood (1760-1839) apresentaram demon-
stracBes para o Teorema Fundamental da Algebra, as quais apresentavam falhas ou estavam
incompletas.

Em sua tese de doutorado publicada em 1799, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
fez criticas as demonstracdes anteriores do teorema e apresentou a primeira das quatro demon-
stragOes que elaborou durante sua vida. Duas das demais demonstracfes foram apresentadas em
1816 e a ultima em 1849, em que trabalhou com polinémios de variavel e coe cientes complexos.

Atualmente, o Teorema Fundamental da Algebra é apresentado de forma simples como
corolario do Teorema de Liouville na Analise Complexa, o qual diz que toda funcdo complexa
inteira e limitada é constante.

Teorema 3 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio n&o constante admite, pelo
menos, uma raiz complexa.

Como vimos, sep(x) 2 C[x] de graun > 1 admite pelo menos uma raiz, entdo possuira,
exatamente,n raizes. Logo, um enunciado equivalente ao Teorema 3 seria:
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Teorema 4 (Teorema Fundamental da Algebra - Outra versdo)Todo polindmio p(x) de grau
n > 1 se escreve de maneira Unica (a menos da ordem dos fatores) como:

p(x) = an(x  )™(x ™ i (x Y™

sdo suas respectivas multiplicidades, ou sefa, + N+ :::+ ng = n.

No século XVII Albert Girard (1590-1633) apresentou uma importante relacdo entre os
coe cientes e as raizes de uma equacao polinomial, conhecida como Relacfes de Girard.

Proposicdo 1 (Relacdes de Girard) Consideremos o polindmigp(x) = a,x" + a, x" 1+

as seguintes relagoes:

L

X1+ Xo+ 1ii+ X, 1+ X, = ?; (1.2.1)

X1Xo + X1X3+ 111+ X1 Xp + XoXg+ 1ii4 X, 1Xp = %; (1.2.2)

X1XoX3 + X XoXg + X1X3Xg4 + XoX3Xg + 111+ X 2Xp 1Xp = %; (1.2.3)
X1X21::Xn 1Xn = ( 1)”%: (1.2.4)

Demonstracdo. Pelo Teorema 4 podemos reescrever o polinbmio na forma fatorada. Entéo
temos:

p(x) = an(x  x1)(x  X2)::i(x  Xn):
Aplicando a propriedade distributiva, reduzindo os termos semelhantes e ordenando o polindmio,
temos:

— n n 1 X . n 2 X v, n 3 X v, e n ¥ .
p(x) = anx X Xi + X XiXj X XiXjXe + 1004 ( 1) X;i (1.2.5)
i=1 i<j i<j<k i=1

Dividindo a expresséao pog, e igualando os coe cientes deste Ultimo polinbmio com o polinbmio
considerado inicialmente, obteremos as relagcdes do teorema.

Apresentaremos a seguir um exemplo que faz uso das rela¢cdes de Girard para polindmio de
2° e P graus.

Exemplo 7. Consideremos o polindmio do2grau p(x) = ax? + bx+ ¢, com a 6 0, cujas
raizes saox; e x,. Logo pelas relacdes de Girard temos:

X1+ Xo = b'XX_C'
1 2~ I ANIAR2 —
a

Tomemos, agora, o polindmio de grau B(x) = ax®+ bx?+ cx+ d coma 6 0, cujas raizes séo
X1; X2 € X3. Logo pelas relagbes de Girard temos:

b c d
X1+ Xo+ X3 = 5;X1X2 + X1X3 + XoX3 = 5;X1X2X3 = -
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Capitulo 2

Resultados sobre raizes de um polindbmio
real

Desde o surgimento da algebra, os matematicos tem buscado estabelecer férmulas ou algorit-
mos para a obtencao das raizes de um polinémio real ou solucdes de equacdes algébricas. Varios
pensadores deram suas contribuicdes. Para 9 drau, bastava isolar a variavel diretamente.

Mas, para os demais casos possiveis, varias ideias engenhosas foram criadas.

O problema de calcular as raizes de uma equacao sempre foi objeto de estudo da matematica
ao longo dos séculos. Ja era conhecida, na antiga Babildnia, a formula para o calculo das
raizes exatas de uma equacédo geral do segundo grau. No século XVI, matematicos italianos
descobriram féormulas para o calculo de solucdes exatas de equacfes polinomiais do terceiro e
do quarto grau. Essas formulas sdo muito complicadas e por isso sdo raramente usadas nos dias
de hoje. No século XVII, um matematico noruegués, Niels Abel (1802-1829), que apesar de sua
curta vida, contribuiu com varios resultados notaveis e importantes para o desenvolvimento da
matematica, provou que ndo existe uma formula geral para o céalculo das raizes exatas de uma
equacéao polinomial de grau maior ou igual a 5. Nesses casos, e mesmo em casos mais simples,
muitas vezes é necessario recorrer a métodos numeéricos para calcular aproximagcdes para as
raizes reais de uma dada equacdo. A seguir, apresentaremos um teorema que determina um
intervalo onde estdo contidas as raizes de um polindbmio com coe cientes reais e que possui
todas as raizes reais.

A principal referéncia bibliogra ca utilizada neste capitulo foi de Aigner [1].

2.1 Intervalo das raizes de um polinbmio

Teorema 5. Sejap(x) = x"+ a, 1x" 1+ :::+ a; um polindmio coma; 2 R. Suponha que todas
as raizes dep(x) séo reais. Entdo, as raizep(x) estdo contidas no intervalo com os pontos de
extremidade.

a, 1 n 1 2n
a1

: 2.1.1
n n n 1an 2 ( )

formap(X) = (x y)(X Vyi):::(X Y, 1). Pelas Relagdes de Girard (Proposi¢cao 1), que compara
as raizes dgp(x) com seus coe cientes, obtemos:

& 1= Y+ Yyit ity (2.1.2)

X
an 2= yY(Yat it yn 1)t Yiy;: (2.1.3)

i<j
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Elevando ao quadrado a equacéo de (2.1.2) e multiplicando por dois a equacéo de (2.1.3)
obtemos.
X
((ay 1)2=(y+ya+:iiityn 1)2= Y2HyR+ i+ y2 (42y(yi+ iy, )2 vy (2.1.4)
1<)
X
2@ 2) =2(Y)(Y1+ ity )F2 VY (2.1.5)

i<j

Subtraindo cada lado da igualdade em (2.1.5) com os de (2.1.4), obtemos:

X 1 X1 X Cox X #
(@ 1)° 2(@ 2) = Yy*+  yi+2y Yo +2 vy 2y Yi 2 W
i=1 i=1 i<j i=1 i<j
Xl
&, 28,2 = Y+ yi:
i=1
Entdo
Xl
&, 22,2, Y= ¥y (2.1.6)

i=1

Por outro lado, pela equacéo (2.1.2) e desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 2) aplicada

a, 1 = y+y1+:::+ynl
(@ 1+ Y)® = (yi+ i+ Yy 1)?
= ML)y ye 1)i?
j @Dy nye )i
Xl
(n 1) vy

Entdo, com a inequacao acima e (2.1.6) obtemos:
(@ 1ty (0 1@, 28,2 Y):
Manipulando diretamente a inequacao acima obtemos:
ny’+2a, ;y+2(n 1a, o (0 2)a; ; O

€ consequentemente:

2a, 1 2n 1) n 2
2+ + 2, o
y n Y n an 2 n a1
Assim,y (poisy & uma raiz arbitraria) ca entre as duas raizes da fungéo quadratica descrita

acima. As raizes desta equacao quadratica sdo os nossos limites descritos em (2.1.1).

Relacionado com a prova do Teorema 5, temos que dado um polindbmp(x) = x" +
a, X" 1+ :::+ a, coma 2 R, podemos considerar o polindmio quadratico

2 2n 1 n 2
a:‘lz+( )an2 aﬁl:

— 52
o2)= 2+ - -
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Agora mostraremos que o Teorema 5 ndo se aplica para um polindbmio que possui alguma
raiz complexa.

Exemplo 10. As raizes do polindmiop(x) = x3+3x?+ x+3 sdo 3;
Teorema 5 é:

i ei. O intervalo do

r— r

s 27,

2 3

¥ — 1
2

wlw
wIN
wIN

P

3
2+

3
Y 1+

6

ol
WIN

2
1 =
3

E como 3 ndo percente ao intervalo e é uma raiz dg(x), entdo temos que o Teorema 5
nao se aplica para um polinbmio que possui uma raiz complexa.
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Calculando a area sombreada temos:

Zl
A = 1 x? dx
1
Zl Zl
= 1dx x2dx
1 1
1 X31
= X —
1 3 1
13 (1)3
= (1 1 _
@ (m) 3
2
= 2 —_
3
_ 4
-3

O ponto de maximo def (x) encontra-se no pontd0; 1), logo a altura do retangulo medd.
Entdo a area do retanguldR é base altura =2 1=2.

Para calcular a area do triangulol precisamos encontrar as retas tangentes a funciifx)
nos pontos( 1;0) e (1;0). Comof {x) = 2x, temos que os coe cientes angulares dessas retas
sdo2 e 2, respectivamente. Assim, essas retas tangentes possuem equagfex +2 e
y= 2X+2.

O ponto (0; 2) é a intersecdo dessas retas tangentes, assim a altura do triangulo tangencial

base altura _ 2 2

mede2. Com isso a area do trianguld é > = > =2.
Portanto,
T_3,R.3
A 2°A7 2

Em um artigo, Paul Erdds e Tibor Gallai perguntaram o que acontece quanddx) € um
polinémio real arbltraﬁo de n-ésimo grau confi(x) > Opara 1<x< l,ef( 1)=f()=

A area A é entdo ~, f (x)dx. Suponha quef (x) assume en( 1;1) seu valor maximo em
b, entdoR = 2f (b).

A area T do triangulo tangencial é precisamentg,, onde (Xo;Yo) € 0 ponto de intersecao
das duas tangentes. A equacdo dessas retas tangentesysad { 1)(x+1) ey = f{1)(x 1),
consequentemente

oo T+ D),
°T fq1) fq 1)
E assim
_ R+ 194 1) _, fOfrC D
Yo= ) oyt L T2qw fq 1)
Logo, temos que:
_ 2 1)
T—fo(l) T (3.1.1)

TemosT =0 parafY1)=0 oufq 1)=0.
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. bs . T R . .
Em geral, ndo ha limites néo triviais paraK e A Para ver isso, consideré(x) =1  x?".
Assim,

;oo 2WEC D
fq1) 9 1)

_ 2( 2n)(2n)

- 2n  2n

_ 8n?

~ 4n

= 2n:

e
Z 1
A = 1 x* dx
1
x2n+1 1
- 2n+1
12n+1 ( 1)2n+1
= (1 1
( (1) 2n+1 2n+1
2
= 2
2n+1
— 4n .
Co2n+1”
T 2 . R 2 .
Portanto, N 42 =n+ % >n. Similarmente,R =2 e A~ an gue se aproxima
2n+1 2n+1

de 1 quandon tende ao in nito.

No entanto, para polinbmios com apenas raizes reais, tais limites existem e sdo descritos
pelo seguinte resultado apresentado em [1]:

Teorema 6. Sejaf (x) um polinbmio real de graun 2 com apenas raizes reais. Suponha que
f(x)>0para 1l<x< lef( 1)=f(1)=0. Entéo
2 2
-T A =R
3 3
E a igualdade se aplica em ambos o0s casos apenas para2.
Erdds e Gallai estabeleceram esse resultado por meio de uma complexa prova de inducgéo [1],

gue nao apresentaremos nesta dissertacdo. No entanto, na revisédo do artigo desses pesquisadores,
apresentada no "Mathematical Reviews", George PoOlya mostrou que a primeira desigualdade

2 . - . -
§T 6 A também poderia ser provada utilizando a desigualdade das médias (Teorema 1). Essa
demonstracdo apresentaremos a seguir.

2
Demonstragao. Mostraremos queéT 6 A.

Sendo i, j, 1elas raizes reais dé(x), e nenhuma delas no intervalo abert¢ 1;1),
pelo Teorema Fundamental da Algebra, podemos escrever:
Y Y
f(x)= 1 x? (i X)) (j+x): (3.1.2)
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Com ;> 1, ; > 1. Consequentemente

21 Y Y
A= 1 x? (i x)  (;+x)dx
i j
Fazendo a substituicaox 7! x descobrimos que também
Z 1 Y Y

A= 1 x? (i+x) (; x)dx

E, portanto, pela desigualdade da média aritmética e geométrica (note que todos os fatores sao
> 0); veja Teorema 1, e somando as duas igualdades acima, obtemos:

#
214 Y Y Y %
A = > 1 x (i x) (;+x)+ 1 x (i+tx) (; x) dx
Zl oo j i i
ta x3 Y Y Y Y
A = 5 (i x) (;+x)+ (i+x) (; x) dx
! i j i j
24 Y % Y Y Hie2
A > 1 x? (i x (;+x) (i+x) (5 x) dx
1 i i i j
Z 1 Y Y 1z
> 1 x? z2 x? Zoxt dx:
l "| J
Z 1 Y Y =
> 1 x? o1 71 dx
5 | l,
4 Y Y 1
= _ 2 1 2 1
3 ' :

Vamos calcularf Y1) ef{ 1). Podemos assumif {1),f { 1) 6 0, pois, caso contrariolT =0

ea desigualdade:;)T 6 A se torna trivial. Mas por (3.1.2) temos que:

Y Y
f) = 2 (i 1) (j+1):
[ j
Da mesma forma
Y Y

Y1) =2 (i+) (5
i j

Portanto, concluimos

2 1=2
A > 3 fq) 4 1)

Aplicando agora a desigualdade da média harménica e geométrica pafd{1) ef { 1), cheg-

amos por (3.1.1) a concluséao:

3 1 1 3fqQ1) fQ 1) 3

+
fq1) 4 1)
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(v) Para Py(x) = x;Py(x) =0 e P3(x) = X temos:
P1(x) < P2(x) < P3(x), para x pequeno e < 0 e,
P3(x) < P2(x) < P1(x), para x pequeno & > 0.

(vi) Para Py(x) =0; Py(x) = x2+ x® e P3(x) = x2 x3 temos:
P1(X) < P»(x) <P3(x), para x pequeno ex < 0 e,
P1(x) < P3(x) < P,(x), para x pequeno e > 0.

Para o caso de quatro polinbmios algo diferente acontece. Dados quatro polinbmios a ns em
R[x], P1; P2; P3 € Py, tais que P1(X) < P2(X) < P3(X) < Py4(x), sex < 0 e proximo da origem,
poderia-se esperad! = 24 possiveis con guracdes dos gra cos dos mesmos pararoximo da
origem ex > 0. Estas con guracdes esperadas estdo descritas abaixo, utilizando-se a notacéo
de permutacao dos elementos do conjuney; Py; P3; Pa.

(P1; P2; P3; Pa); (P1; P2; Pa; Pa); (P1; Pa; Pa; Pa); (P1; Pa; Pa; P2); (Pa; Pa; P2; Pa); (Pa; Pa; Ps; Pa);
(P2; P1; P3; Pa); (Pa; Py Pa; Pa); (Pa; Pa; P1i Pa); (Pa; Pa; Pa; Pr); (Pa; Pa; Py Pa); (Pa; Pa; Pa; Py);
(P3; P1; P2; Pa); (P3; P1; Pa; P2); (Ps; P2; P1; Pa); (Ps; P2; Pa; P1); (Ps; Pa; Pi; P2); (Ps; Pa; P2; Pa);
(Pa; P1; P2; P3); (Pa; P1; Ps; Pa); (Pa; Pa; Pa; Ps); (Pa; Pa; Ps; P1); (Pa; Ps; Py; P2); (Pa; Ps; Po; P1):

Entretanto, duas dessas permutace$P,; P4; P1; P3) e (Ps; P1; Ps4; P,), sdo impossiveis de
se obter. Esse € o resultado do teorema de Kontsevich que sera apresentado e demonstrado na
préxima secao.

4.2 Teorema de Kontsevich

Nesta secdo vamos estudar um resultado de Maxim Kontsevich, que a rma que a posi¢cao
relativa dos gra cos de quatro polindmios reais esta sujeito a algumas condicdes.

Maxim Kontsevich, (nascido em 25 de agosto de 1964, Khimki, Russia, URSS), matematico
russo que ganhou a Medalha Fields em 1998 por seu trabalho em geometria algébrica e topologia
algébrica. Kontsevich estudou matematica na Universidade Estadual de Moscou de 1980 a
1985 antes de receber seu doutorado (1992) pela Universidade de Bonn. Ele ocupou cargos na
Alemanha na Universidade de Bonn; nos Estados Unidos, na Harvard University, Princeton
University, na University of California at Berkeley e na Rutgers University; e na Franca, no
Instituto de Estudos Cienti cos Avancados, Bures-sur-Yvette.

Alem da Medalha Fields, Kontsevich recebeu varias outras homenagens, incluindo o Prémio
Crafoord (2008), que reconheceu suas importantes contribuicdes para a matematica inspiradas
pela fisica teérica moderna .

Teorema 7 (Teorema de Kontsevich) Quatro polindmiosPs; P,; P; e P4 de variavel realx nao
podem satisfazer
I: P1(X) < P2(x) <P3(x) <Py4(x) parax proximo da origem ex < 0,

P2(x) < P4(x) < P1(x) < P3(x) para x proximo da origem ex > 0, ou analogamente
[1: P 1(X) < P2(x) < P3(X) < Py4(x) para x proximo da origem ex < 0,

P3(X) < P 1(X) < P4(x) < P,(x) para x proximo da origem ex > 0.

Antes de provar o teorema de Kontsevich, apresentaremos uma observagdo mais elementar.

Considere a posi¢cao do gra co de um unico polinémio real diferente de z&x), em relacdo

ao eixox proximo ao.

Existem duas possibilidades. Ou o gra co de(x) cruza o eixox em 0, ou permanece do
mesmo lado. Para distinguir entre esses dois casos, apresentaremos a seguinte de nicéo.
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Capitulo 5

Conclusao

Essa dissertacdo teve como objetivo apresentar resultados importantes sobre polinbmios
enquanto possibilidade para o Ensino Médio. Primeiro, mostramos um teorema que determina
um intervalo onde estdo contidas as raizes de um polindmio com coe cientes reais e que possuli
todas as raizes reais. Mostramos também uma desigualdade sobre areas, usando os conceitos
de triangulo e retangulo tangencial. E para nalizar apresentamos o Teorema de Kontsevich,
gue exibe duas con guracfes impossiveis para 0s gra cos de guatro polindmios a ns, em uma
vizinhanga da origem.

Procuramos contribuir com essa dissertacdo, exemplos e aplicagcdes que poderédo servir de
aporte para uma futura aplicacdo em sala de aula em um estudo mais aprofundado sobre
polinbmios no Ensino Médio.
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